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Anotace

Cilem této bakalarské price je sezndamil clendre s tématem jazyki testovatel-
nych po castech a predstavit algoritmy overujici tuto vliastnost requldrnich jazykii.
Prakticka cdst prdace se vénuje implementaci tri z popsanych algoritmi a jejich
vzajemnému porovndni.

Synopsis

The aim of this bachelor’s thesis is to introduce the topic of piecewise testable
languages to the reader and to present algorithms verifying this property of reqular
languages. The practical part of the thesis focuses on the implementation of three
of the algorithms described, as well as on their mutual comparison.
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1 Uvod

Regularni jazyky patii k mocnym nastrojim informatiky, v niz nachazeji rozlicna
uplatnéni. V této obecné mnoziné lze dale nalézt skupiny jazyki vykazujicich
urcité vlastnosti. Jednou z téchto skupin jsou i jazyky testovatelné po ¢astech.

Pojem po castech testovatelné uddlosti byl predstaven roku 1975 v ¢lanku Imre
Simona Piecewise testable events. Simon definuje tento pojem nékolika ekviva-
lentnimi zpusoby, které budou v této praci postupné predstaveny.

V kapitole 2 jsou definovany a ilustrovany elementarni i specializované pojmy
z oblasti teorie forméalnich jazykt a automati, algebry a teorie grafl, které jsou
vyuzity jednak k definovani jazyka testovatelného po ¢astech, dale pak k popisu
fungovani predstavenych algoritmi.

Kapitola 3 postupné predstavuje algoritmy rozpoznavajici jazyky testovatelné
po ¢astech, a to v chronologickém poradi dle doby jejich vzniku. Soucasti kazdé
podkapitoly je sekce vénujici se hlavni myslence algoritmu, popis algoritmu a
dale analyza jeho asymptotické casové slozitosti.

Kapitola 4 se vénuje popisu praktické ¢asti této prace, tedy implementaci tii
algoritmt predstavenych v kapitole predchozi. Predstavuje knihovnu, s jejiz po-
moci program vznikl, popisuje strukturu implementovaného zasuvného modulu
a nékteré jeho konkrétni soucasti.

V posledni kapitole 5 jsou pak shrnuty vysledky porovnavani chovani imple-
mentovanych algoritmu v praxi.

2 Zakladni pojmy

2.1 Regularni jazyk

Abecedou ¥ rozumime konecnou mnozinu, jejiz prvky se oznacCuji pismena. X*
je mnozina vsech konecnych posloupnosti znak ze ¥, jez se znac¢i slova. Pro
slovo z predstavuje |x| délku tohoto slova, tedy pocet pismen, kterd obsahuje.
Prdazdné slovo neboli Tetézec délky 0 oznacujeme . Jazyk L nad abecedou X je
podmnozinou »*.

Definice 1 (Zietézeni slov)

Je dana abeceda A a slova a,b € A*, kde
a = ay,as,...0, ab=">b,by,...b,. Zietézenim slov a, b rozumime posloupnost
a1as...ap,b10bs...by, a zapisujeme jej jako a - b.

Zretézeni je tedy asociativni bindrni operace definovana na mnoziné A* pro
néjakou abecedu A.
Pomoci operace zretézeni definujeme i-tou mocninu jazyka L néasledovné:

L% = {e}.
L'=L.



Lt — . I
Definice 2 (Kleeneho uzavér)
L* = Uz, L
Ttidu regularnich jazykt nad abecedou A definuji nésledujici podminky:
o Kazdy prazdny jazyk () je reguldrni.
o Pro kazdé pismeno a € A je jazyk {a} reguldrni.
o Je-li L regularni jazyk, pak i jazyk L* je regularni.
e Jsou-li Ly, Ly regularni jazyky, pak i jazyky Lj - Lo, Ly U Ly jsou regularni.

o Zadny jiny jazyk nenf reguldrni.

2.2 Deterministicky konecny automat

Definice 3
Deterministicky konecny automat (dale jen DKA) A je pétice (X, @, qo, 9, F),
kde

e Y je abeceda

@ je konecna neprazdna mnozina stavi

qo € Q je tzv. pocatecni stav

0 je prechodova funkce ve tvaru 0 : Q x X — Q)

F C @ je mnozina kone¢nych stavi.

Neni-li feceno jinak, ve zbytku této prace rozumime pod pojmy automat Ci
DKA pravé tuto pétici.

DKA je jednoduchy vypocetni model, jehoz fungovani lze popsat nasledujicim
zpusobem: Na jeho vstupu je zadana posloupnost symboli aq, as, as, ... a,;a; €
Y3, jez se nazyva vstupni slovo. Na pocatku je DKA ve stavu qo. S kazdym precte-
nym symbolem vstupniho slova prechazi ze stavu ¢; do stavu ¢; 1. Tato posloup-
nost stavi qi, ¢2, 3, . .. qn; ¢; € Q se nazyva vypocet DKA. Stav ¢, oznacujeme
jako vysledny stav vypoctu.

Rekneme, 7ze automat A pFijima slovo w, pokud jeho vypocet nad w skon&i
ve stavu ¢; € F. V opa¢ném pripadé automat slovo neptijima. Jazyk L je rozpo-
znavany automatem A pravé tehdy, kdyz automat ptijima vsechna slova w € L
a neprijiméa zadna slova, kterd do tohoto jazyka nepatii.
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Tridu jazykt rozpoznavanych deterministickymi koneénymi automaty ozna-
cujeme jako requldrni jazyky. Pro kazdy regularni jazyk L tedy plati, ze lze
sestavit takovy DKA, ktery akceptuje pravé vSechna slova z L (a zadnd jind).

Dva automaty A4; a A, nazveme ekvivalentni pravé tehdy, kdyz rozpoznavaji
tentyz jazyk L.

Existuje-1i prechod ze stavu ¢; do stavu g;, oznacuje se stav ¢; jako primy
nasledovnik stavu ¢; a stav ¢; jako pfimy predchiidce stavu g;.

Automat A rozpoznavajici jazyk L oznacime jako minimalni, nelze-li nalézt
automat ekvivalentni k A, ktery obsahuje mensi pocet stavii nez A.

Automat A nazveme tplny, je-li definovana prechodova funkce § pro kazdy
stav ¢ € ) a kazdy symbol a € Y. Kazdy deterministicky konecny automat lze
tzv. zuplnit.

V nékterych pripadech je pro zvyseni prehlednosti vhodné zvolit alternativni
zapis aplikace prechodové funkce § na argumenty, a to za pomoci operatoru -

6(Q7Q)ZQ'GI(]CL,
5(5<Q7a)7b):qab:qab:qab7
5(5(g.).0) — g0 q-a° — qa”

2.3 Automat jako graf

Definice 4 (Orientovany graf)
Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je neprazdnd mnozina vrcholi
a F C V xV jemnozina usporadanych dvojic vrcholl neboli orientovanych hran.

Orientovany graf obecné slouzi k reprezentaci objekti a vztaht mezi nimi.
Pro kazdy deterministicky konecny automat A lze vytvorit jemu odpovidajici
orientovany graf G(.A). Mnozina vrcholi V' grafu predstavuje mnozinu stavii Q)
automatu a mnozina hran E je urc¢ena prechodovou funkei 6. Pro stavy ¢;, ¢; cha-
peme hranu (g;, ¢;) jako pfechod ze stavu ¢; do stavu g;. Existuje-li ze stavu ¢; do
q; vice nez jeden piechod, pro vétsi pfehlednost je v grafickém zndzornéni auto-
matu mozné vSechny tyto prechody sjednotit jedinou spole¢nou hranou. Kazda
hrana je pak oznacena odpovidajicimi prvky abecedy 3.

V nacrtu grafu prislusného DKA dle konvence do pocateéniho stavu mifi
sipka a kazdy konecny stav je zvyraznén dvojitym krouzkem.
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Obrazek 1: Priklad DKA A se stavy Q = {qo, 1, G2, G3, @1}, pocatecnim stavem
o, mnozinou kone¢nych stavi F' = ¢y a abecedou ¥ = {a, b, ¢, d}.

Sledem v grafu G = (V, E) rozumime posloupnost vrcholi a hran P =
(Vo, €0, V1, - - -, €n_1,Vp), Pricemz pro kazdou hranu plati e; = (v;_1,v;).

Prikladem sledu v grafu 1 je posloupnost qi, q4, q3, 2. Vidime, ze kazda
dvojice po sobé jdoucich vrcholi je spojena hranou. Oproti tomu posloupnost ¢,
G2, 4, Qo neni v tomto grafu sledem.

Cestou v grafu G = (V, E') oznacujeme sled, v némz se zadny vrchol (a tedy
ani hrana) neopakuje, tzn. pro kazdou dvojici vrcholt v;, v; plati: i # j = v; # v;.

7 hlediska automatu chapeme cestu i sled jako posloupnost stavi symbo-
lizujici vypocet nebo jeho cast. Kazdy vypocet je tedy sledem, ktery vede z
pocatecniho stavu ¢o do néjakého stavu g, (tento stav muze a nemusi pattit do
mnoziny konecnych stavi F' podle toho, jestli automat dané slovo akceptuje).

Existuje-li v automatu A sled ze stavu p do stavu ¢, fekneme, ze stav ¢ je
dosazitelny z p. Tento vztah znacime jako p > q.

Neni-li stav ¢; dosazitelny z pocatecniho stavu qq, fekneme o ném, zZe je ne-
dosazitelny.

Hloubkou d automatu je délka nejdelsi cesty zacinajici v poc¢ateénim stavu
4do-

2.3.1 Acyklicky graf
Definice 5 (Cyklus)

Jako cyklus neboli uzavienou cestu v orientovaném grafu oznac¢ime posloup-
nost P = (vg, €g, ..., €n_1,0y), kde vg = v, a pro vSechny ostatni dvojice vrcholu
plati, ze pokud i # j, pak ani v; # v;.

Naprt. v grafu 1 tvori cyklus posloupnost vrcholt ¢q, g4, g3, q1.

Definice 6 (Smycka)
Méjme orientovany graf G = (V, E'). Smyckou nazveme takovou hranu e €

12



E.e = (v;,vj), pro niz plati v; = v,.

Smycky v grafu téz oznacujeme jako tzv. trividlni cykly.

Orientovany graf oznac¢ime jako acyklicky, neobsahuje-li zadny cyklus s vy-
jimkou trividlnich. Néktera literatura ([6]) pouziva pro DKA v tomto piipadé
oznaceni c¢astecné usporadany automat. Tyto pojmy jsou ekvivalentni: au-
tomat je castecné usporadany pravé tehdy, kdyz je jeho graf acyklicky.

(@
o o

(@ (®
)

Obrézek 2: Priklad acyklického grafu se smyckami ve vrcholech 2, 4, 5.

Hledani cyklu v grafu uskutecnuje algoritmus zalozeny na prohledavani grafu
do hloubky (zkracené DFS z anglického depth-first search). Tento algoritmus
zac¢ind graf prochazet v prvnim vstupnim vrcholu a poté se presouva vzdy do
prvniho dosud nenavstiveného nasledovnika soucasného vrcholu v poradi.. V pri-
padé, zZe algoritmus dorazi do vrcholu, ktery neméa zadné nésledovniky nebo jiz
byl navstiven, vraci se zpét do predchidce tohoto vrcholu a postup opakuje,
dokud nejsou navstiveny vsechny vrcholy.

Orientovany graf lze znézornit formou tzv. DFS-stromu. Prvni navstiveny
vrchol, ktery v automatu obvykle odpovida pocatecnimu stavu g, je kofenem
tohoto stromu.

Kazdy vrchol grafu se nachazi v jednom ze tii moznych stavi:

o FRESH: vrchol zatim nebyl navstiven (na pocatku jsou v tomto stavu
vSechny vrcholy).

o OPEN: vrchol nebo néktery z jeho nasledovnikii je pravé navstévovan.

o CLOSED: vrchol byl navstiven i se vsemi nasledovniky. Algoritmus se vraci
o uroven vyse, nenachazi-li se v koreni stromu (po skonceni béhu algoritmu
musi byt v tomto stavu vsechny vrcholy).

Cyklus v grafu existuje prave tehdy, kdyz jemu prislusny DFS-strom obsahuje
tzv. zpétnou hranu. Jedna se o hranu, ktera vede do vrcholu nachazejiciho se
ve stavu OPEN. Ptikladem zpétné hrany je hrana (3;2) na obrazku 3.

13



Algoritmus si tedy o kazdém vrcholu pamatuje dva tdaje: zda byl navstiven
v ramci celého grafu a zda byl navstiven v ramci pravé prochézeného sledu z
korene. Tyto dvé informace zajisti, ze béh algoritmu skonci po prohledani vsech
vrcholl a Ze pripadna existence cyklu bude zjisténa.

Obrézek 3: Orientovany graf (vlevo) a tentyz graf v podobé DFS.stromu.

2.3.2 Neorientovany graf

Neorientovany graf G = (V, F) definujeme analogicky jako orientovany graf (defi-
nice 4) s tim rozdilem, Ze mnozina hran E je tvofena dvouprvkovymi mnozinami
vrcholt ve tvaru {v;, v;} pro dvojice stavii v;, v;, kde ¢ # j (na rozdil od orientova-
ného grafu tedy nezdlezi na jejich poradi). Tyto hrany se nazyvaji neorientované.

Neorientovanou kopii N orientovaného grafu G = (V, E) vytvorime nahra-
zenim kazdé hrany (u,v) mnoziny E neorientovanou hranou {u,v}. V pripadé,
ze mezi vrcholy u a v vedou orientované hrany obéma sméry, nahradime dvojici
hran (u,v), (v,u) pouze jednou neorientovanou hranou {u,v}. Smycky pritom
zanedbavame.

Tato kopie se téz nazyva symetrizace orientovaného grafu G.

T

Obrazek 4: Priklad orientovaného grafu (vlevo) a jeho symetrizace.

2.3.3 Komponenta grafu

Neorientovany graf G = (V, E) je souvisly pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva
vrcholy u,v € V existuje cesta mezi vrcholy u a v.
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Graf H = (V, Eg) se nazyva podgrafem grafu G = (V, F), jsou-li splnény
nasledujici podminky:

e Vg CV
s EgCFE

e Pro kazdou hranu (u,v) mnoziny Ey musi byt oba vrcholy u, v obsazeny
v mnoziné Vy.

Komponentou C = (V¢, E¢) neorientovaného grafu G je jeho nejvétsi sou-
visly podgraf.
V pripadé orientovaného grafu rozlisSujeme dva typy komponent:

 Slabé souvislou komponentou (zkracené WCC' z anglického weakly con-
nected component) je takovy indukovany podgraf, v némz pro kazdou dvo-
jici stavl plati bud p > ¢ nebo ¢ > p.

« Silné souvisla komponenta neboli SCC' (z anglického strongly connected
component) je takovy nejvétsi indukovany podgraf grafu G(.A), v némz pro
kazdou dvojici stavi p, ¢ plati p > ¢ a zaroven ¢ > p. Jedné se o zvlastni

pripad slabé souvislé komponenty.

Obrazek 5: Graf 4 obsahuje dvé silné souvislé komponenty.
Orientovany graf je acyklicky pravé tehdy, kdyz kazda jeho silné souvisla

komponenta je jednoprvkova. Tato skutecnost ptimo plyne z definic SCC a cyklu
v grafu.
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Obréazek 6: Acyklicky graf se sedmi vrcholy z obrazku 2 obsahuje pravé sedm
jednoprvkovych silné souvislych komponent.

Stejné jako cyklus, i oba typy komponent jsou v orientovaném grafu hledany
modifikovanym algoritmem DFS. Pro nalezeni komponenty grafu G = (V| E)
obsahujici vrchol w je klicova mnozina vSech vrcholt dosazitelnych z w a mnozina
vsech vrcholi, z nichz je naopak dosazitelny vrchol w. Prvni jmenovana z téchto
mnozin je nalezena spusténim DFS ve vrcholu w grafu G, druha z nich stejnym
postupem v grafu G’, ktery vytvorime z G nahrazenim kazdé hrany (u,v) € E
hranou (v, u).

Silné souvisla komponenta grafu obsahujici v je prinikem téchto mnozin,
slabé souvisla komponenta pak jejich sjednocenim.

2.4 Charakterizace jazyka testovatelného po castech

Stézejnim védeckym dilem v odvétvi jazykt testovatelnych po ¢astech je clanek
I. Simona Piecewise testable events [6] vydany roku 1975. Pojem uddlost testo-
vatelnd po castech (v tomto kontextu chdpand jako jazyk) autor predstavil jiz o
tTi roky drive ve své disertacni praci.

2.4.1 Charakterizace z hlediska syntaktického monoidu

Definice 7
Algebraickd struktura s jednou bindrni operaci je dvojice (M, -), kde

e M je mnozina
e - je binarni operace definovana na mnoziné M,
pricemz M je vudi této operaci uzavrena, tzn. pro vsechny prvky a,b € M plati:

a-be M.

Definice 8 (Neutralni prvek)
Je déna algebraicka struktura (M, -). Neutrdlni prvek e € M je takovy prvek,
ze pro kazdy prvek a € M plati: a - e = a, zaroven e - a = a.
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Definice 9 (Asociativni operace)
Je dana algebraickd struktura (M, -). Operace - je asociativni pravé tehdy,
kdyz pro libovolné tii prvky a,b,c € M plati, ze a- (b-¢c) = (a-b) - c.

Definice 10 (Monoid)
Monoid je algebraicka struktura (M, -, e), kde

e M je mnozina
e - je asociativni operace na mnoziné M

e ¢ je neutralni prvek mnoziny M.

Definice 11

Necht A je abeceda. Pak algebraickd struktura (A*, -, ¢), kde - je operaci zie-
tézenislovz A* ae € A* je prazdné slovo, se nazyva volny monoid generovany
mnozinou A.

Definice 12

Necht n je néjaké prirozené cislo. Pak booleovskou kombinaci jazykt
Ly, Lo, ..., L, rozumime jazyk, ktery vznikl z jazyka Li, Lo, ..., L, pomoci ko-
necného poctu aplikaci operaci sjednoceni, pruniku a dopliku.

Véta 13

Po c¢astech testovatelny jazyk je konecnou booleovskou kombinaci jazyku ve
tvaru A*ayA*as...A*a, A, kde n > 0, aq,...a, jsou pismena abecedy A a A* je
volngm monoidem nad A.

Definice 14 (Greenovy relace)
Méjme monoid (M, -). Definujeme na ném relace R, £, J nasledujicim zpt-
sobem:

aRb <— a-M'=b-M!
alb < M'-a=M"'-b
aJb <— M'-a-M'=M"-b-M!

Definice 15

O pologrupé M tekneme, ze je J-trivialni, pravé kdyz pro vSechny prvky
a,b € M plati, ze pokud aJb, pak a = b.

Nésledujici véta je vyznamnym poznatkem dosaZzenym v Simonové ¢lanku [6]:
Véta 16

Regularni jazyk je po castech testovatelny prave tehdy, kdyz je jeho syntak-

ticky monoid konecny a J -trividlnd.
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Na zakladé této véty Simon vyvozuje, ze testovatelnost jazyka po castech
je rozhodnutelnym problémem. Tento fakt je nezbytnym zakladem pro budouci
vyvoj algoritmil ovérujici testovatelnost jazyka po ¢astech. Neméa smysl vytvaret
algoritmus pro problém, o némz neni znamo, zda je rozhodnutelny.

2.4.2 Charakterizace automatu prijimajiciho jazyk

Prestoze poznatek 16 ma z algebraického hlediska velky vyznam, jeho formulace
neposkytuje pifimocary navod pro hledani algoritmu, ktery v praxi overi, jestli je
regularni jazyk testovatelny po castech.

Simon v posledni ¢asti svého clanku zverejnuje alternativni definice jazyka
testovatelného po ¢astech s ohledem na automat rozpoznavajici tento jazyk. Tuto
ideu pozdéji dalsi autori vyuzivaji jako zaklad pro své algoritmy.

Pro plné pochopeni této definice je nezbytné predstavit nékolik novych pojmii.
Prvni z nich Simon ve své praci oznacuje jako dead state, v dalsi literature ([7],
[8]) je nazyvan mazximal state:

Stav ¢ € @ se v automatu G(.A) oznacuje jako maximaélni, plati-li pro kazdé
pismeno a € ¥ : 6(q,a) = ¢q. Jedna se tedy o stav, z néjz neni v grafu ptislusném
automatu A dosazitelny zadny jiny stav p € Q,p # q.

Automatem Ap chapeme takovy automat, jehoz mnozina prechodu je ome-
zena abecedou B C Y. Apg vytvorime z A odstranénim vsech prechodt ozna-
¢enych pismeny a € (X — B). I tento automat je v ruznych zdrojich oznac¢ovan
odlisné, napt. Stern a Trahtman pouzivaji znaceni G(A,I") (jednd se doslova o
orientovany graf reprezentujici automat A s redukovanou abecedou I' C ¥0).
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Obrazek 7: Automat A s abecedou ¥ = {a, b, ¢,d} (nahofe) a jeho restrikce Ag,
kde B = {a, d}.

Véta 17 (Simonova alternativni charakterizace jazyka testovatelného
po cCastech)

Je dan reguldarni jazyk L C ¥*, automat A = (X,Q, qu, d, F') rozpozndvajict
tento jazyk a syntakticky monoid M generovany jazykem L. Ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

a) Jazyk L je po castech testovatelny.

b) Automat A je castecné usporddany a pro kaZdy stav q € Q a kaZdou dvojici
slov x,y € ¥* plati: jestlize qr = q(xx) = q(zy) a qy = q(yy) = q(yx), pak
qr = qy.

c) Automat A je cdstecné uspordidany a pro kaZdou neprdzdnou abecedu B C X
obsahuje kaZdd komponenta automatu Ap prave jeden maximdlni stav.

d) M je J-trividlni.
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3 Algoritmy rozpoznavajici po c¢astech testova-
telné jazyky

Tato kapitola predstavuje ¢tyTi rizné algoritmy vytvorené od publikace Simonova
¢lanku, na néjz kazdy z nich svym zptsobem odkazuje.

Na konci kazdé podkapitoly je urcena asymptotickd ¢asova slozitost daného
algoritmu v nejhorsim ptipadé, presnéji O-notace. Jedna se o fddovou hodnotu,
ktera poskytuje predstavu o chovani algoritmu v zavislosti na velikosti vstupnich
hodnot. P¥i jejim vypoctu jsou ignorovany konstanty (napf. vyraz 5n + 12 lze
zjednodusit jako O(n)) a nejvétsi duraz je kladen na nejrychleji rostouci funkei
(tedy na tu ¢ast algoritmu, kterd se nejvice opakuje). Toto zjednoduseni mize
mit za nasledek zkresleni vysledné hodnoty.

Asymptoticka casova slozitost je pro kazdy algoritmus orientacnim ukazate-
lem, ktery na rozdil od realné doby béhu programu neni zavisly na konkrétni
podobé implementace a pouzitych technologiich.

3.1 Sternuv algoritmus

Prvni polynomialni algoritmus pro rozpoznavani testovatelnosti jazyka po ¢és-
tech popsal J.Stern [7]. Stern modifikoval ptivodni Simonovu definici minimalnich
automatll rozpoznavajicich jazyky testovatelné po ¢astech.

Prestoze algoritmus byl od doby své publikace prekonan radové rychlejsimi
nasledovniky, jeho vznik je dilezitym milnikem v oblasti vyzkumu testovatelnosti
jazykt po ¢astech a zaslouzi si proto své misto mezi ostatnimi algoritmy.

3.1.1 Idea algoritmu

Stern pouziva vyraz G(A,T'), jehoz definice je prakticky totozné s
S vyuzitim tohoto pojmu formuluje Stern na zdkladé Simonovych poznatkt
nasledujici podminky testovatelnosti jazyka po c¢astech:

Véta 18

Necht L je requldrni jazyk a A je minimdlni automat rozpozndvajici jazyk
L. Jazyk L je po castech testovatelny pravé tehdy, kdyz jsou splnény ndsledujici
predpoklady:

1. G(A) je orientovany acyklicky graf

2. Pro kazdou podmnozinu I' abecedy ¥ md kazZdd komponenta grafu G(A,T)
prave jeden mazximalni stav.

Jelikoz podmnozin abecedy o velikosti n existuje pravé 2", algoritmus ove-
fujici vyse zminéné podminky pro kazdou podmnozinu I' C ¥ by pracoval s
exponencialni ¢asovou slozitosti. Takova slozitost je ovSsem pro praktické vyuziti
nevyhovujici.
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Stern definuje pro stav ¢ mnozinu 3(g), s niz dale pracuje i Trahtman a
oznacuje ji pojmem stabilizator (v origindle stabilizer):

%(q) ={a€X:d(q,a) =q}.

Stabilizatorem stavu ¢ je tedy podmnozina abecedy X, jejiz vSechny prvky
oznacuji smycky vedouci z ¢ do q.

Pojmy maximdini stav grafu a stabilizdtor stavu spolu tzce souviseji. Tento
vztah Stern upfesnuje nasledovneé:

Lemma 19
Stav q je mazimdlnim stavem komponenty C' acyklického grafu G(A,T") prave
tehdy, kdyz plati ¢ € C' a zdroven I' C 3(q).

Muzeme si povsimnout, ze napf. v grafu 7 b) je mnozina B stabilizatorem
stavu gz, ktery je zaroven maximalnim stavem grafu Apg.

Stern dochéazi k zavéru, ze jsou-li dva vzajemné ruzné stavy ¢, ¢’ oba ma-
ximéalnimi stavy néjaké komponenty C grafu G(A), pak jsou také nutné oba
maximalnimi stavy néjaké komponenty grafu G(A, X(q) N X(¢")).

Tato skutecénost piimo vyplyva z lemmatu 19: Jsou-li ¢ a ¢’ maximalnimi stavy
komponenty C', abeceda I'; oznacujici vsechny hrany C' je nutné podmnozinou
stabilizatora X(q) i X(¢'), a tedy i podmnozinou jejich pruniku.

Na zakladé tohoto tvrzeni je mozné se pri ovérovani podminek 18 omezit
pouze na ty podmnoziny abecedy ¥, které jsou ve tvaru X(q) N X(¢’) pro dvojice
vzajemné ruznych stavi ¢, ¢’. Pravé toto vyrazné omezeni poc¢tu podmnozin
vychozi abecedy ¥ umoznuje sestrojit prvni algoritmus ovérujici testovatelnost
jazyka po castech, ktery pracuje s polynomialni ¢asovou slozitosti.

3.1.2 Tranzitivni uzavér grafu

Tranzitivni uzdvér G = (V, E) orientovaného grafu G = (V, E) je graf, ktery
vznikne z grafu G nasledovné:

e MnoZina vrcholdl je zachovana beze zmény, tzn. plati V = V.

« Pro kazdou dvojici vrcholit u,v € V, pro niz plati v = v, je mnozina E
doplnéna o hranu (u, v).

Hledani tranzitivniho uzavéru orientovaného grafu uskuteénuje Stern pomoci
Warshallova algoritmu [1]. Graf coby vstupni parametr je zde reprezentovan ma-
tici o velikosti n x n, kde n = |V|. Na i, j-té pozici v matici se nachazi hodnota
1 pravé tehdy, kdyz existuje hrana (i, j). Pokud tato hrana neexistuje, na pozici
se nachézi hodnota 0.
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° V1 Vg2 Vg Vg Vs
te w10 1 1 0 0
w0 1 0 1 0

0 ° v 0 0 0 0 1
‘ wl0 0 0 0 0

o v |0 0 1 0 0

Obréazek 8: Priklad orientovaného grafu (vlevo) a jeho reprezentace matici o
rozmérech 5 x 5.

Algoritmus pro kazdou trojici vrcholi u,v,w € V ovéri, zda existuje hrana
(u,v). V zdporném piipadé je na u,v-tou pozici v matici dosazeno maximum z
hodnot na u, w-té a w, v-té pozici.

Jelikoz Warshalltiv algoritmus prochazi matici tfemi vnorenymi cykly, jeho
¢asovd slozitost je O(n?) pro n = |V| = |Q].

to 0 V1 V2 Vs Usg Vs

v 0 1 1 1 1

v 0 1 0 1 0

vi v5 vy | 0 0 1 0 1
, w0 0 0 0 0

"e vs | O 0O 1 0 1

Obrézek 9: Tranzitivni uzaver grafu z obrazku 8.

3.1.3 Prtbéh algoritmu

Je dan regularni jazyk L a automat A, ktery jej rozpoznava. Testovatelnost
jazyka L po ¢astech zjistime nasledujici posloupnosti krokii:
1. Uréime graf G(A).

2. Tomuto grafu vytvorime tranzitivni uzavér G(.A).

3. Ovérime, zda graf G(A) je acyklicky. V zdporném piipadé jazyk L nemuze
byt po castech testovatelny a algoritmus vraci hodnotu false.

4. Pro kazdy stav ¢ € @ ur¢ime jeho stabilizator ¥(q).
5. Pro kazdou dvojici vzajemné riznych stavi (¢, ¢') € @ x @ urcime:

a) graf G(A, %(q) N %(q))
b) tranzitivni uzavér G(A, X(q) N X(¢')) = G(q, ')
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¢) pro kazdy stav p € Q,p # q,p # ¢ ovéfime, ze (p,q) a (p,q’) nejsou obé
soucasné hranami grafu G(q, ¢').

3.1.4 Analyza casové slozitosti

Casova slozitost algoritmu je vdzana na dvé proménné - pocet stavii |Q = n a
velikost abecedy |X| = m. Zajima nds horni odhad ¢asové slozitosti algoritmu
v nejhorsim pripadé, konstanty pritom zanedbavame. Zanalyzujeme kazdy krok
algoritmu zvlast a nasledné urc¢ime hodnotu nejrychleji rostouci funkce, ktera je
pro odhad asymptotické casové slozitosti klicova.

1.

Predpokladame, Ze je zvolena vhodna reprezentace automatu tak, abychom
na ném mohli provadét grafové operace, vyuzivat grafové algoritmy apod.
Casovou slozitost tohoto kroku tedy mizeme zanedbat.

. Tranzitivni uzavér G(M) hleddme Warshallovym algoritmem, jehoz ¢asova

slozitost je O(n?).

. Hledani cyklu uskutecniujeme vhodné upravenym algoritmem DFS, jehoz

Casova slozitost je O(mn + n).

Stabilizator jednoho stavu ¢ nalezneme prochézenim hran vychézejicich z
tohoto stavu, jejichz pocet je nejvyse m. Pro n stavii méa tedy tento krok
celkovou ¢asovou slozitost O(mn).

. Nasledujici kroky provadime pro kazdou dvojici vzajemné ruznych stavi

q,q, tedy celkem ™Z-krét (pro zjednoduseni O(n?)-krat):

(a) Graf G(A,X(q) N X(¢)) vytvarime z grafu G(A) odstranénim vsech
prechodu oznacenych pismeny, kterd nepatii ani do mnoziny 3(¢’),
ani do a € 3(¢'). Velikost mnoziny ¥(q) N X(q¢’) je nejméné 0, nejvyse
m. Odstranujeme proto nejvyse O(mn) hran.

(b) Nalezen{ tranzitivniho uzavéru grafu G(q, ¢') opét zabere O(n?) krok,
jelikoz i graf G(q, q') obsahuje n vrcholu.

(c) Stavu v grafu je kromé ¢, ¢’ pravé n — 2, ovéreni existence hran (p, q),
(p, q) zabere pii vhodné zvolené reprezentaci O(1) kroki. Casova slo-
zitost tohoto kroku je tedy O(n).

2.3

Vidime, ze krok 5b) algoritmu zabere fadové n?-n® = n® krok, coZ je nejvyssi
nalezend hodnota. Ostatni dil¢i casové slozitosti tedy miizeme zanedbat.
Asymptotickd casova slozitost Sternova algoritmu v nejhorsim pripadé je

O(n®).
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3.2 Trahtmantv algoritmus

Trahtmanovi se podarilo modifikovat Sternem definované podminky testovatel-

Zésadnim Trahtmanovym vylepSenim Sternova algoritmu je upusténi od nut-
nosti hledat tranzitivni uzavér grafu G(A) pro kazdou dvojici stavi ¢, q’. Jak
bylo uvedeno v sekci 3.1.4, pravé nalezeni tranzitivniho uzavéru je casové nejna-
rocnéjsi ¢asti programu.

3.2.1 Idea algoritmu

Rekneme, Ze stavy p, ¢ automatu jsou propojené pravé tehdy, kdyz plati bud
p > g nebo q > p.

Trahtman predstavuje ve svém ¢lanku nasledujici lemma, pomoci néjz dale
definuje alternativni verzi podminek testovatelnosti jazyka po c¢astech:

Lemma 20

Predpokladejme, zZe graf G(A) je acyklicky a pro néjakou podmnozZinu %;
abecedy ¥ md graf G(A,%;) dva vzdjemné rizné, propojené mazimdlni stavy.
Potom pro néjaky stav p € Q md graf G(A,X(p)) také dva vzdjemné rizné,
propojené maximdlni stavy, pricemz stav p je jednim z techto stavi.

Dikaz

Predpokladejme, ze p a g jsou dva rizné, vzajemné propojené maximalni
stavy néjaké silné souvislé komponenty grafu G(A, %;). Jelikoz jsou vsechny SCC
acyklického grafu jednoprvkové, pak nutné musi platit bud p % ¢, nebo q ¥ p.

Predpoklddejme, Ze plati napt. ¢ # p, a vezméme si graf G(A,X(p)). Pak
urcité plati G(A,%;) € G(A,X(p)) a stav p je tedy maximalnim stavem grafu
G(A,X(p)). Stavy p a q jsou zcela uré¢ité propojeny i v tomto grafu. Stav ¢ nebo
néjaky jeho nasledovnik musi byt také maximélnim stavem v téz komponenté
G(A,X(p)) jako p. Timto néasledovnikem ovsem urcité nemuze byt stav p, jelikoz
dle predpokladu plati ¢ % p. O

Véta 21

Necht L je requldarni jazyk nad abecedou X2 a A je minimdlni automat rozpo-
znavagjici L. Pak jazyk L je po castech testovatelny prave tehdy, kdyz jsou splnény
nasledugjici podminky:

o G(A) je acyklicky orientovany graf.
o Pro kazdy stav p md mazimdlni silne souvisla komponenta SCC' grafu
G(A, X(p)) obsahujici p pravé jeden mazimdlni stav.
3.2.2 Prtbéh algoritmu

Méjme regularni jazyk L a minimalni automat A, ktery tento jazyk rozpoznava
a je reprezentovan grafem G(.A). Pro zjisténi, zda je L po Castech testovatelny,
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postupujeme nasledovné:

1. Ovérime, zda je graf G(.A) acyklicky. V zéporném piipadé neni L po ¢astech
testovatelny.

2. Pro kazdy stav p urcime nasledujici:

Stabilizator X(p).

Graf G(A,X(p)). Tento graf obsahuje vSechny vrcholy grafu G(A) a
pouze ty hrany, které jsou oznaceny pismeny ze stabilizdtoru X (p).

Neorientovanou kopii N orientovaného grafu G(A, X(p)).
Takovou komponentu C' grafu N, ktera obsahuje p.

Pro kazdy stav r € C,r # p zjistime, jestli z néj v grafu G(A, X(p))
vedou hrany, které nejsou smycky. Pokud z r nevedou zadné hrany
nebo vSechny hrany z néj vychazejici jsou smycky, pak jazyk L nemize
byt po ¢astech testovatelny.

3.2.3 Analyza casové slozitosti

Pro urceni slozitosti algoritmu jsou stézejni dva parametry automatu: pocet stavii
mnoziny @ a velikost abecedy X. Oznac¢ime si |Q| = n, |X| = m. Vyuzijeme také
tdaj maximélniho poc¢tu hran grafu G(A). Ta je rovna ndsobku poctu stavu a
velikosti abecedy, tzn. nm.

1. Hledani cyklu je uskuteénéno prohledavanim grafu G(.A) do hloubky. Pro
prohledani celého grafu do hloubky je nutné uskutecnit O(n + mn) kroki.

2. Naésledujici kroky jsou provedeny v nejhorsim pripadé pro kazdy stav p € @,
tzn. maximalné n-krat:

Velikost stabilizatoru (p) stavu p je shora omezena velikosti abecedy
2, coz je také maximalni pocet hran vychézejici z vrcholu p. Pro nale-
zeni stabilizatoru je nutné vSechny tyto hrany projit, casova slozitost
tedy dosdhne O(m) kroku pro jeden stav.

Pfi vytvafeni grafu G(A, X(p)) z puvodniho grafu G(A) prochézime
vSechny hrany grafu G(A) a odstranujeme ty, které nejsou obsazeny v
mnoziné X(p). Pro jeden takovy graf dosahuje ¢asova slozitost O(mn)
krokt, pro n grafti O(mn?) kroki.

Casova slozitost vytvareni neorientované kopie N orientovaného grafu
je vazana na pocet hran G(A), které nahrazujeme neorientovanymi
hranami. Shora ji omezuje hodnota O(mn).

Komponentu grafu N obsahujici stav p opét ziskdme pomoci modifi-
kace algoritmu DF'S, ktery pracuje s ¢asovou slozitosti O(n + mn).
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e V komponenté C' se kromé stavu p nachdzi maximalné n — 1 stavi.
U kazdého z nich ovéfujeme, zda z néj vychézi alespon jedna hrana,
kterd neni smycka. Nejvetsi mozny pocet smycek vychéazejici z néja-
kého stavu ¢ € C je roven velikosti stabilizatoru ¥ (p). Celkem tedy
hovotime o O(nm) krocich.

Casova slozitost Trahtmanova algoritmu v nejhor$im ptipadé je O(mn?).

3.3 Algoritmus Klimy a Polaka

Stejné jako tvirci predchozich dvou popsanych algoritmi, i O. Klima a L. Po-
lak ve svém dile ([4]) vychazeji ze Simonovych poznatki predstavenych v sekci
2.4.2, konkrétné pak z podminky b). Vysledkem jejich prace je zjednoduseni této
podminky a vytvoreni algoritmu, jehoz primocarost umoznuje i jeho vyuziti pti
vypoctech provadénych clovékem.

Za zminku také stoji fakt, ze pro dokazani korektnosti svého algoritmu autori
voli zcela novy postup, ktery se neopira o puvodni ditkazy prezentované Simonem
ani jinymi autory.

3.3.1 Idea algoritmu

V sekci 2.4.1 byly uvedeny podminky, za kterych je syntakticky monoid genero-
vany mnozinou J-trivialni. Autori ve svém clanku predstavuji alternativni pod-
minky této vlastnosti, a sice:

Konecény monoid M je J-trividlni tehdy a pouze tehdy, kdyz existuje prirozené
c¢islo m > 1 takové, ze pro vsechny prvky a,b € M plati:

(ba)™ = (ab)™ = b(ab)™.

Z tohoto vztahu vyplyvaji také rovnosti a(ab)™ = (ab)™, (ab)™a = (ab™),
(ab)™b = (ab)™, a™ = a™.

Miuzeme si povsimnout souvislosti tohoto tvrzeni s bodem b) Simonovy alter-
nativni charakterizace jazyka testovatelného po ¢astech (17).

Véta 22
Necht L je reqularni jazyk rozpozndvany automatem hloubky k, ktery je mi-
nimdlni a acyklicky. Pak je L testovatelny po k castech.

Stav ¢ € @ se v automatu nazyva absorbujici, jestlize pro kazdé pismeno
a € ¥ plati §(¢,a) = ¢. Tento pojem je ptitom ekvivalentni k pojmu mazimdlni
stav predstavenému v c¢asti 2.4.2. Pro abecedu B C X nazveme stav ¢ € ()
B-absorbujici pravé tehdy, kdyz je absorbujici v automatu Apg.

Autofi pro abecedu B C ¥ definuji relaci Eg C @ x @ nasledovné:

Ep={(q,q-0) | g€ Q,be B}U{(q-b,q) | € Q,b€ B}.
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Reflexivné-tranzitivni uzavér Ep je relaci ekvivalence na @) a znadi se ~p.
Tridami rozkladu prislusného této ekvivalenci na mnoziné () jsou slabé souvislé
komponenty grafu G(A).

Véta 23

Necht L je requldarni jazyk a A minimdlni automat rozpozndvagici tento jazyk.
Pak je L po cdstech testovatelny tehdy a prdave tehdy, kdyzZ jsou splneny ndsledujict
podminky:

a) G(A) je acyklicky graf

b) pro kazdou podmnozZinou B C X plati: jestlize p ~p jsou B-absorbujici stavy,
pak p = q.

Definice 24

Necht A je automat a B C ¥ je podmnozinou abecedy toho automatu.
Rekneme, Ze A je B-soubézny, jestlize pro kazdy stav ¢ € @ a pro kazdou
dvojici slov u, v € B* existuje takové slovo w, ze plati: (¢-u)-w = (q-v) - w.

Automat se nazyva soubézny pravée tehdy, kdyz je B-soubézny pro kazdou
podmnozinu B abecedy .

Acyklicky automat se nazyva lokalné soubézny pravée tehdy, kdyz pro kazdy
stav ¢ € @ a kazdou dvojici pismen a,b € X existuje takové slovo w € {a,b}*,
pro které plati: (¢-a)-w = (q-b) - w.

Autofi dochazeji k nasledujicimu poznatku:

Disledek 1. Je ddn reguldrni jazyk L. Torzeni a) — d) jsou vzdjemné ekviva-
lentni:

a) L je po castech testovatelny.
b) Syntakticky monoid L je [J-trividlni.
¢) Minimdlni automat rozpozndvajici L je acyklicky a lokdlné soubézny.

d) Minimdlni automat rozpozndvajici L je acyklicky a soubézny.

Lemma 25

Necht A je minimdlni automat s m stavy, ktery rozpozndvd jazyk L C 3%,
a graf G(A) reprezentujici tento automat je acyklicky. Pak ndsledujici podminky
jsou vzajemné ekvivalentni:

a) Pro kaZdou podmnoZinu B C X a kaZdou dvojici stavi p,q € Q plati: JestliZe
P =B q ap,q jsou oba B-absorbujici stavy, pak p = q.

b) Pro kazdy stav q € Q a kaZdou dvojici pismen a,b € % plati q - a(ab)™ =
q-blab)™.
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c) Automat A je lokdlné soubézny.

d) Automat A je soubézny.

Dikaz

“a) = b)”
Zvolme libovolny stav ¢ a abecedu B = {a,b}. Pro kazdé i = 0,...,m si po-
lome ¢; = q - a(ab)’. JelikoZ automat A obsahuje pravé m stavi, v posloup-
nosti qo, q1,---,¢n se musi néktery stav objevit dvakrat. Jelikoz je G(A) dle
predpokladu acyklicky, pro néjaké ¢ € {0,1,...,m} a pro stav ¢; musi platit
q; - ab = ;. Stav ¢; je tedy B-absorbujici. JelikoZz méme ¢ - a(ab)™ = g, stav
¢m je B-absorbujici. Analogickym postupem bychom ovéfili, Ze i stav q - b(ab)’
je B-absorbujici. Plati ¢ - a(ab)™ ~p q ~p q - b(ab)™, a vyuzitim podminky a)
nutné i g - a(ab)™ = q - b(ab)™.

“b) = ¢)”
Staci dosadit do definice lokalné soubézného automatu w = (ab)™.

“c) = d)”
Vyplyva piimo z Disledku 1.

“d) = a)”
Méjme B-absorbujici stavy p, q. Z ekvivalence p ~p ¢ muzeme vyvodit, ze exis-
tuje posloupnost stavi p = rg,ry,...,r, = q takova, ze pro kazdé i = 1,...,n
plati (r;_1,7;) € Ep.

Chceme dokézat, ze pro kazdé ¢ = 0, ..., n existuje slovo w; takové, ze plati
r; - w; = p. Dikaz provedeme indukci ve vztahu k hodnoté i:

Pro ¢ = 0 si zvolme libovolné slovo wy € B* a predpokladejme, ze plati
ri—1 - wi—q = p. Jelikoz (r;_1,7;) € Ep, prichazeji v potaz dvé moznosti:

Jestlize existuje b € B takové, ze plati r; - b = r;_1, pak muzeme polozit
w; = bwi_l a ziskdvame T bwi_l =Ti—1 - Wij—1 = P.

Jestli naopak existuje b € B takové, ze plati r;_1 -b = r;, pak z B-soubéznosti
A plyne existence slova w; € B* takového, ze plati p - w; = r; - w;. Jelikoz stav
p je dle predpokladu B-absorbujici, ziskame vztah r; - w; = p - w; = p, ¢imz je
pozadovany dukaz dokoncen.

Pro i = n predpokladame, Ze existuje slovo w, € B* takové, aby platilo
q - w, = p. Jelikoz q je B-absorbujici, z této rovnosti plyne p = q. O]

Prévé podminka b) tvrzeni je zdkladem Klimova a Poldkova algoritmu ovétu-
jici testovatelnost jazyka po ¢astech.

Véta 26

Reguldrni jazyk je po castech testovatelny prave tehdy, kdyz je jeho minimdlni
automat acyklicky a lokdlne soubézny.

28



3.3.2 Prubéh algoritmu

Necht L je regularni jazyk rozpoznavany deterministickym automatem A, ktery
je uplny a minimalni. Pak testovatelnost jazyka L po castech ovérime nasleduji-
cim zptisobem:

1. Ovéfime, zda je graf G(.A) acyklicky. V zaporném pripadé nemize byt jazyk
L po castech testovatelny.

2. Pro kazdy stav ¢ € @ a kazdou dvojici vzadjemné rtznych pismen a,b €
¥ postupné nalezneme posloupnosti ¢,q - a,q - a®,q - aab, -+ ,q - a(ab)” a
q,q-b,q-ba,q-bab,---  q-blab)", kde n = |Q)].

3. Zjistime, zda plati rovnost ¢-a(ab)™ = q-b(ab)"™. Pokud se vyrazy nerovnaji,
jazyk L neni po ¢astech testovatelny.
3.3.3 Analyza casové slozitosti

Casova slozitost tohoto algoritmu
Opét pro automat A oznacime parametry: |Q| = n, |X| = m.

1. Hledani cyklu pomoci DFS zabere stejné jako v Trahtmanové algoritmu
O(n + mn) kroki.

2. Provadime vypocet pro kazdy stav ¢ € ) a kazdou dvojici pismen a,b €
¥, a # b, vipoctt je tedy celkem n-m?. Nalezeni vyslednych stavii ¢-a(ab)™,
q - b(ab)™ zabere 2n + 2 kroku pro kazdou trojici (¢, a,b). Dohromady je
casovd slozitost této ¢dsti algoritmu rovna O(m?*n?)

3. V souladu s predchozim bodem porovnavame n-m-m dvojic vyrazi. Celkem
m4 tento krok casovou slozitost O(m?*n).

Casova slozitost ptivodniho algoritmu Klimy a Polaka je O(m?n?).

3.4 Algoritmus Klimy, Kunce a Polaka

Autori v ¢ldnku [3] navazuji na nékteré své diive dosazené poznatky [4] a vy-
nalézaji postup, ktery se podoba Trahtmanové algoritmu. Oproti Trahtmanovi,
ktery vytvari dilci grafy v zavislosti na stabilizatorech jednotlivych stavii, autofi
tohoto algoritmu se zameéruji na dvouprvkové abecedy.

3.4.1 Idea algoritmu

Lemma 27
Pro kaZdy acyklicky automat A a libovolnou abecedu B C 3 jsou ndsledujict
podminky ekvivalentni:
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a) Pro kazdy stav q € Q a kaZdou dvojici slov u,v € B* existuji slova w,w" € B*
takovd, Ze plati (q-u)-w = (¢-v)-w'.

b) Pro kazdy stav q € Q a kaZdou dvojici slov u,v € B* existuje slovo w € B*
takové, Ze plati (q-u)-w = (q-v) - w.

c) Automat Ap obsahuje v kazdé slabé souvislé komponenté pravé jeden B-absorbujici
stav.

Diikaz

“a) = ¢)”
Dva B-absorbujici stavy p, ¢ € @) patii do stejné slabé souvislé komponenty auto-
matu Apg prave tehdy, kdyz existuji stavy qi, ..., ¢m aslova uy, ..., Uy, V1, ..., Uy €

B* takova, ze plati ¢1 - w1 = D, ¢ - U = q & q; - V; = @11 - Uir1 pro kazdé
ied{l,...,m—1}.

Absence netrivialnich cykli v automatu zarucuje, ze pro kazdy stav r € Q)
existuje slovo w € B* takové, Ze stav r - w je B-absorbujici. Miizeme predpokla-
dat, Ze vSechny stavy ¢; - v; jsou B-absorbujici. Dle podminky a) pro kazdé i €
{1,...,m} existuji slova w;, w, € B* spliujici podminku (g; - u;) -w; = (g; - v;) - w.
Jestlize jsou ale ¢; - u; a q; - v; B-absorbujici stavy, pak musi platit ¢; - u; = ¢; - v;,
a tudiz i ¢ = p.

“c) = b)”

Vezméme si libovolny stav ¢ € @ a slova u,v € B*. Méjme slovo x vytvorené
zietézenim vsech znakd z abecedy B, a polozme w = 2% kde d je hloubka
automatu A. Cteme-li slovo z z libovolného stavu, ktery neni B-absorbujici,
nutné se posouvame do dalsiho stavu. Zacneme-li tedy ¢ist slovo w v libovolném
stavu, po jeho precteni se nutné ocitneme v B-absorbujicim stavu. Jelikoz stavy
(q-u)-w, (q-v)-w patif do stejné slabé souvislé komponenty automatu Ap, dle
predpokladu se oba rovnaji tomuto stavu.

“b) = a)”

Plati trivialné poloZzenim w = w’. H

3.4.2 Prubéh algoritmu

1. Ovérime, ze je graf G(A) acyklicky. V zdporném pripadé jazyk L nemuze
byt po castech testovatelny.

2. Pro kazdou dvouprvkovou abecedu B C X:

« vytvorime graf G(A, B)
« nalezneme vSechny slabé souvislé komponenty C grafu G(A, B)

o ovérime, ze kazda z téchto komponent obsahuje praveé jeden B-absorbujici
stav. Obsahuje-li vice takovych stavii, jazyk L neni po ¢astech testo-
vatelny.
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3.4.3 Analyza casové slozitosti

1. Stejné jako u jiz popsanych dvou algoritmii ovérujeme acyklicnost grafu
pomoci DFS s ¢asovou slozitosti O(n + mn).

2. Dvouprvkovych podmnozin abecedy . existuje pravé (Z‘) Tolikrat dohro-
mady provedeme nasledujici kroky v nejhorsim pripadé:

o Graf G(A, B) obsahuje n vrcholu a 2n prechodi, jeho vytvoreni tedy
zabere 3n kroki (ve skute¢nosti neni nutné tento novy graf vytvaret,
stac¢i nam v puvodnim grafu ignorovat vsechny prechody neoznacené
pismeny z B).

o Slabé souvislé komponenty grafu hleddme s vyuzitim DFS. Graf G(A, B)
obsahuje n vrcholi a 2n hran. K jeho prohledani je tedy potieba
n + 2n = 3n, zjednodusené O(n) kroku.

o Zjistit, zda stav je B-absorbujici, zabere pro dvouprvkovou abecedu B
nejvyse 2 kroky. Soucet vrcholi ve vSech komponentach grafu G(.A, B)
je roven n. Oveérit, kazda komponenta ma praveé jeden B-absorbujici
stav, lze proto v case 2n.

Casova slozitost hledani cyklu v grafu stejné jako u predchozich dvou algo-
ritml nehraje zasadni roli, jelikoz radové nedosahuje slozitosti nasledujici ¢asti
algoritmu.

Hodnotu (";) lze rozepsat jako (

m! m-(m—1)

m—2)121 — 2

. Tento vyraz mtizeme shora

omezit funkei m?.

Celkova casova slozitost krokt provadénych pro kazdou dvouprvkovou abe-
cedu je 3n + 3n + 2n = 8n, coz zobecnime jako O(n).

Casova slozitost novéjsi verze algoritmu Klimy a Poléka je proto O(m?n).

4 Implementace algoritmui

Prakticka cast prace si klade za cil implementovat posledni t¥i predstavené al-
goritmy a nasledné béh téchto programi vzajemné porovnat. Tato kapitola se
vénuje popisu této implementace a predstaveni pouzitych technologii.

4.1 Knihovna LibFAUDES

Knihovna libFaudes [5] byla naprogramovana v jazyce C++ s pomoci Standard
Template Library. Jejim primarnim ucelem je usnadnéni prace se systémy dis-
krétnich udélosti, kam se fadi i koneéné automaty a regularni jazyky.

Nézev libFAUDES je slozen ze slova library a ze zkratek FAU (Friedrich-
Alezander-Universitit), kde je knihovna primarné vyvijena, a DES (discrete
event system,).

Byla vytvorena primarné pro platformu Linux, ale existuje i v rozsitenich
spustitelnych na platformach MS Windows a Mac OS X.
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Open-Source licence (tzv. LGPL - Lesser General Public License) umoznuje
volné siteni zdrojového kédu knihovny i jeji vyuziti pro komercni tcely, ovsem
bez zaruky spolehlivosti.

Knihovnu 1ze rozdélit na dvé ¢asti. Jadro CoreFaudes poskytuje definice za-
kladnich datovych typi a funkci. Ty z nich, které byly vyuzity pti vytvareni
praktické c¢asti této prace, jsou predstaveny ve zbytku této podkapitoly.

Druhou pomyslnou ¢asti je sada zasuvnych modult, jejichz tikolem je rozsiteni
funkcionality knihovny o nastroje usnadnujici jeji pouzivani a také umoznujici
praci se specializovanymi odvétvimi teorie formalnich jazyka a automatt. Tech-
nologie zasuvnych modult predstavuje prakticky zptsob, jak obohatit knihovnu
o nové nastroje bez ovlivnéni funkcionality jadra. Struktura implementovaného
pluginu Piecewise Testability je ¢tenafi priblizena v podkapitole 4.2.

Trida faudes::Generator reprezentuje koneény automat, ktery s vyjimkou
nezaruceni deterministi¢nosti (podrobnéji popsano v ¢asti 4.3.1) koresponduje s
uvedenou definici 3. V kontextu knihovny libFAUDES jsou tedy pojmy automat,
DKA a generdtor vzajemné zaménitelné, neni-li feceno jinak.
konecného automatu je mnozina. Tu objekt typu Generator vyuziva hned tremi
zpusoby, a to jako abecedu X, mnozinu stavi () a mnozinu prechodti urc¢enych
funkei 6.

Trida faudes:: TBaseSet k implementaci zakladni mnoziny vyuziva sablonu
knihovny STL obohacenou o copy-on-write praci s paméti. Z této knihovny pie-
bira fadu metod, které dale déti vSichni potomeci tridy:

metody vracejici iterator na prvni, popt. za posledni prvek mnoziny: Be-
gin(), End()

« metoda zjistujici pocet prvki mnoziny: Size()

o predikat oveérujici existenci prvku a metoda vracejici iterator na prvek:

Exist(), Find()
« metody pro pridani a odebrani prvku: Insert(), Erase()
o predikét zjistujici, zda je mnozina prazdna: Empty ()

Trida déle disponuje operatory provadéjicimi zakladni mnozinové operace: +
(sjednoceni), * (prunik), — (rozdil), <= (podmnozZinovost), >= (nadmnozino-
vost).

7 této zakladni tridy je odvozena tiida faudes::IndexSet, kterda implemen-
vuje neplatny index). Datovy typ Idx je odvozen z typu unsigned int jazyka
CH++.

Pri pridavani prvk do mnoziny lze porusit naslednost indexti, tzn. IndexSet
o 5 prvcich nemusi byt mnozina ve tvaru {1,2,3,4,5}, ale mize sestavat z libo-
volnych kladnych hodnot, napt. {2,7,25,100,9999}. Metoda t¥idy MaxIndex()
vraci hodnotu maximalniho indexu (0 v pripadé prazdné mnoziny).
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Indexy jsou automaticky bez ohledu na poradi jednotlivych provedeni ope-
race Insert() sefazeny vzestupné a pridani duplicitnich indext je zabranéno:
prislusnému prvku je pritazen jiny, dosud nepouzity index s nejmensi moznou
hodnotou.

faudes::NameSet je odvozena z ttidy IndexSet. Jedna se o reprezentaci
mnoziny pojmenovanych indexti. Objekt tohoto typu obsahuje odkaz na tabulku
symbolu (objekt typu faudes::SymbolTable), ktera uchovava pro kazdy index
jeho jméno.

Trida faudes::StateSet je primym potomkem tiidy IndexSet a reprezen-
tuje mnozinu stavii. Pojmenovani jednotlivych stavi je mozné, nikoliv vsak po-
vinné.

Trida faudes::EventSet predstavuje mnozinu udalosti neboli abecedu. Jeli-
koz je tato trida pifimym potomkem tfidy faudes::NameSet, kazdé udalosti je
pri jejim pridavani do mnoziny nutné priradit nazev.

Zatimco udélosti jsou globalni subjekty, stavy jsou definovany lokalné pro
kazdy generator. Napt. obsahuji-li dva rizné generatory udalost s nazvem alfa,
tato udélost ma pro oba z nich stejny index a je zapsana v globdlni tabulce
symbolt. Obsahuji-li ale dva generatory oba stav s ndzvem idle, jedna se o dva
rizné stavy, z nichz kazdy mé svij vlastni index a kazdy je zapsan v lokalni
tabulce symboli prislusného generatoru.

Trida faudes::TransSet reprezentuje mnozinu prechodt urcenych precho-
dovou funkci ¥. Kazdy prechod je uréen trojici predchiidce (znacen jako X1),
udalost (Ev) a nasledovnik (X2). Vychozi sefazeni téchto prvki ma podobu X1-
Ev-X2, dle potteby vsak lze vyuzit i jiného Ffazeni (napt. Ev-X1-X2). Prestoze
objekt typu TransSet lze inicializovat samostatné, vyznam ziskava az pritaze-
nim ke konkrétnimu generatoru, jinak se jednd pouze o mnozinu trojic index.

Diilezitym nastrojem pro casové efektivni prochazeni mnoziny je iterator.
Trida faudes::Iterator je rovnéz primo odvozena z Sablony knihovny STL a
prebira od ni zakladni metody

Stavy, udalosti a prechody mohou byt tedy v generatoru adresovany tremi
zpusoby:

o nazvem, je-li definovan (éasové nejméné efektivni zptsob)
« indexem (efektivni zptisob fungujici na béazi prohledévani setridéného pole)
o iteratorem (Casové nejefektivnéjsi zpusob vyuzivajici dereferenci ukazatele)

Pri vytvareni programu byly dale pouzity nasledujici metody tiidy Genera-
tor:

« StateSet SuccessorStates(Idx stl) - metoda vraci mnozinu nasledov-
nikl stavu st1 v daném generatoru, tzn. pro vSechny existujici prechody ve
tvaru stl-ev-st2 vraci mnozinu stavi vyskytujicich se na pozici st2.

» void RestrictAlphabet(Eventset ev) - metoda odstrani z abecedy da-
ného generatoru vsechny udalosti, které nejsou obsazeny v mnoziné ev.

33



« bool ExistsTransition(Idx st1, Idx ev) - metoda vraci hodnotu true v
pripadé, ze generator obsahuje alespon jeden prechod ve tvaru stl-ev-st2,
kde na pozici st2 je libovolny stav generatoru.

« bool ExistsTransition(Idx st1, Idx ev, Idx st2) - tato metoda vraci
true v pripadé, ze generatoru obsahuje prechod ve tvaru stl-ev-st2 pro
konkrétni vstupni hodnoty st1, ev, st2.

o TransSet ActiveTransSet(Idx st) - metoda vraci mnozinu prechodi
generatoru, které obsahuji stav st na pozici X1.

4.2 Struktura zasuvného modulu

Vyvoj nového zasuvného modulu knihovny LibFAUDES lze shrnout do nékolika
krok:

e implementace novych algoritmii, popi. novych datovych typt
o zavedeni dokumentace pomoci run-time rozhrani knihovny
e vytvoreni odpovidajicich vazeb luabindings pro néastroj luafaudes

o integrace modulu se zbytkem knihovny pomoci jejiho build-systému

Soubory tvotici zdsuvné moduly knihovny libFAUDES jsou pro docileni ma-
ximalni prehlednosti organizovany jednotnym zptsobem (s vyjimkou moznosti
vynechani nepovinnych prvku). Uzitetnym pomocnikem pii vytvareni nového
modulu je ukazkovy plugin example, ktery autori knihovny zahrnuli do jejiho
standardniho instalacniho balicku. Adresarova struktura a format zdrojovych
soubort tohoto pluginu slouzily jako sablona i pro vyvoj zasuvného modulu Pie-
cewise testability.

Néazev hlavni slozky pwtestability odpovida oficidlnimu nazvu pluginu. Jako
pro kazdy plugin libFAUDES je kromé jeho nazvu definovan i jedine¢ny prefix
(zde PWT) zabrariujici zmateni se soubory ostatnich plugini v hlavnim makefile
souboru knihovny, kam je importovan jejim build-systémem.

4.2.1 Makefile soubory

Soubor Makefile.plugin zajistuje integraci pluginu se zbytkem knihovny.
Jsou v ném uvedeny nasledujici informace:

o oficidlni nazev pluginu pwtestability (proménnd PWT NAME) odpovida-
jici nédzvu jeho hlavni slozky

« cestu k hlavni slozce pluginu v adresafi knihovny (PWT_BASE)

o umisténi zdrojovych souboru v adresari (PWT__SRCDIR)
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o zdrojové (PWT__CPPFILES, PWT_SOURCES), hlavickové (PWT_HEADERS),

objektové (PWT_OBJECTS) soubory pluginu
« hlavni include soubor pluginu (PWT_INCLUDE)
« soubor s definicemi (PWT _RTIDEFS) a dokumentaci (PWT_RTIFREF)

pro run-time rozhrani

PWT_NAME = pwtestability
PWT_BASE = ./plugins/$ (PWT_NAME)
PWT_SRCDIR = $(PWT_BASE) /src

PWI_CPPFILES = pwt_adjlist.cpp pwt_adjlistud.cpp pwt_adjmatrix.cpp
pwt_isacyc.cpp pwt_klimakuncpolak.cpp pwt_klimapolak.cpp
pwt_trahtman.cpp

PWTI_INCLUDE = pwt_include.h

PWI_RTIDEFS = pwt_definitions.rti

PWI_RTIFREF = pwt_index.fref

PWT_HEADERS = PWT_CPPFILES:.cpp=.h) $(PWI_INCLUDE)

S
PWT_SOURCES = $ (PWT_CPPFILES:%=$ (PWI_SRCDIR)/$%)
PWT_OBJECTS = $ (PWT_CPPFILES:%.cpp=S$ (OBJDIR)/%$ (DOT_O))
PWI_RTIDEFS := $(PWT_RTIDEFS:%=$ (PWT_SRCDIR)/registry/$)
PWT_RTIFREF := $(PWT_RTIFREF:%=$ (PWI_SRCDIR)/registry/%)

Zdrojovy kod 1: Ukézka casti souboru Makefile.plugin.

Déle je zajisténo pripojeni hlavniho include souboru pluginu k hlavickovému
souboru knihovny libfaudes.h, zarazeni vsech vyse uvedenych soucasti pluginu
mezi ostatni soubory knihovny, integrace pluginu s run-time rozhranim a s na-
strojem luafaudes. Tyto tikoly méa na starosti build systém knihovny.

Kazdy zasuvny modul obsahuje jednoduchy tutorial, ktery demonstruje uzi-
vateli zptisob jeho pouzivani. Zdrojové soubory tutorialu jsou umistény ve slozce
pwtestability /tutorial, soubory obsahujici vstupni generatory pak ve slozce
pwtestability /tutorial /data.

Soubor Makefile.tutorial obsahuje nazvy zdrojovych a spustitelnych sou-
bort tutorialu spolu s cestou k jejich adresari. Také jsou v ném definovana im-
plicitni pravidla pro kompilaci soubort.

4.2.2 Dokumentace

Autofi knihovny sestavili prehledny systém vytvareni uzivatelské prirucky, ktery
umoznuje automatické zahrnuti dokumentace nového zasuvného modulu pti do-
drzeni nékolika zasad.

Pro vygenerovani dokumentace primo ze zdrojového kédu programu vyuziva
knihovna néastroj doxygen. Build systém knihovny automaticky spusti doxygen
na vsech souborech formatu .h a .cpp.
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PWT_TUTORIAL_DIR = ./plugins/pwtestability/tutorial

PWT_TUTORIAL_CPPFILES = \
pwt_tutorial_klimapolak.cpp pwt_tutorial_trahtman.cpp
pwt_tutorial_klimakuncpolak.cpp

PWT_TUTORIAL_EXECUTABLES = $ (PWT_TUTORIAL_CPPFILES:%.cpp=$ (
PWT_TUTORIAL_DIR)/%$ (DOT_EXE))

$ (PWI_TUTORIAL_DIR) /%$S$ (DOT_EXE): %.cpp $ (LIBFAUDES)
$(call FNCT_COMP_APP, $<, $ (OBJDIR) /$*$ (DOT_O))
$(call FNCT_LINK_APP, $ (OBJDIR)/$%$ (DOT_O), $Q)
$(call FNCT_POST_APP, $@)

VPATH += $ (PWI_TUTORIAL_DIR)

TUTORIAL_EXECUTABLES += $ (PWT_TUTORIAL_EXECUTABLES)
CLEANFILES += $(PWT_TUTORIAL_EXECUTABLES)

SOURCES += $ (PWT_TUTORIAL_CPPFILES:%=$ (PWI_TUTORIAL_DIR) /%)

Zdrojovy kod 2: Soubor Makefile.tutorial.

¢ IsBAbsorbing()

bool faudes::IsBAbsorbing ( Generator g,

Idx st,
Idx evl,
Idx eva

)

This function verifies if the state represented by index st is B-absorbing for the two-element

alphabet B which consists of events evl and ev2.

For EventSet B, a state q is B-absorbing if for every letter x from B, the transition delta(q, x) is a

loop.

Parameters
g input generator
st index representing some state of generator g
evl index representing a letter from B (different from ev2)
ev2index representing a letter from B (different from ev1)

Returns

'true' if both transitions delta(st, evl) and delta(st, ev2) are loops, otherwise 'false’

Definition at line 8 of file pwt_klimakuncpolak.cpp.

Obréazek 10: Dokumentace z kédu 3 vygenerovana pomoci nastroje doxygen.
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* This function verifies if the state represented by index st is B-
absorbing for the two-element alphabet B which consists of
events evl and ev2.

* For EventSet B, a state g is B-absorbing if for every letter x
from B, the transition delta(g, x) is a loop.

@param g
input generator

@param st
index representing some state of generator g

@param evl
index representing a letter from B (different from ev2)

b . TR S S S S

@param ev2
index representing a letter from B (different from evl)

b

@return
"true’ 1if both transitions delta(st, evl) and delta(st, ev2) are
loops, otherwise ’false’

*

@ingroup PwtestabilityPlugin
*/

P S e

bool IsBAbsorbing(Generator g, Idx st, Idx evl, Idx ev2);
$

Zdrojovy kod 3: Ukazka dokumentace funkce ze souboru pwt_ klimakuncpolak.h.

4.2.3 Soubory run-time rozhrani

Run-time rozhrani (zkracené RTT) je pokrocilou soucasti knihovny. Jeho hlavnim
ukolem je usnadnéni vyvoje aplikaci a pouzivani rozsirujicich néstroju jako napt.
prekladace luafaudes.

Rozhrani obsahuje registry typti TypeRegistry a funkci FunctionRegis-
try.

Tridy, s nimiz RTT pracuje, se nazyvaji faudes-typy a jsou vsechny potomky
tiidy faudes:: Type. Registr téchto typii zahrnuje nékteré zékladni tiidy knihovny
CoreFAUDES (napt. Generator, Alphabet), ale také t¥idy definované v ramci
zasuvnych moduli. Kazdy faudes-typ lze nacist ze souboru nebo naopak do néj
zapsat. Jelikoz zasuvny model pwtestability pracuje primarné s jiz existujicim ty-
pem Generator, nepotiebuje definovat zadné nové faudes-typy. Neni proto nutné
se faudes-typtim podrobnéji vénovat.

Funkce definované v ramci RTT se nazyvaji faudes-funkce a jsou organizovany
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obdobnym zptsobem jako faudes-typy. Abstraktni t¥ida faudes::Function po-
skytuje rozhrani, které pridéli hodnoty argumentim faudes-funkce a danou funkei
spusti na téchto argumentech.

Kazdé faudes-funkci je pridélen objekt typu faudes::FunctionDefinition.
Tento typ sestava ze struéné dokumentace faudes-funkce, jeji signatury neboli
seznamu povolenych vstupnich a vystupnich parametru a také z instance odpo-
vidajictho typu (tzv. prototypu), jejimz tkolem je vytvoteni instance této funkce
zavolanim metody NewFunction().

VSechny vstupné-vystupni parametry faudes-funkce musi byt faudes-typy s
vyjimkou zakladnich typtl jazyka C++ bool, string a integer, které jsou automa-
ticky prevedeny prekladacem.

Soubor pwt__definitions.rti obsahuje definice celkem tii faudes-funkci za-
suvného modulu. Kazda z nich je implementaci jednoho ze tii predstavenych
algoritmi ovérujicich testovatelnost jazyka po ¢astech.

Kazda faudes-funkce musi splnovat podminky popsané v sekci ...

<FunctionDefinition name="PWTestability::
IsPiecewiseTestable_Trahtman" ctype="faudes::
IsPiecewiseTestable_Trahtman">

<Documentation ref="pwtestability_index.html">

A function that determines whether a regular language represented by
a generator is piecewise testable. This function implements the
algorithm coined by A.Trahtman.

</Documentation>

<Keywords>

Piecewise testability testable Trahtman

</Keywords>

<VariantSignatures>

<Signature name="IsPiecewiseTestable_Trahtman (Gen) ">

<Parameter name="Gen" ftype="Generator" access="In"/>

<Parameter name="Result" ftype="Boolean" access="Out" creturn="true
n/>

</Signature>

</VariantSignatures>

</FunctionDefinition>

Zdrojovy kod 4: Definice funkce IsPiecewiseTestble Trahtman() v souboru
pwt_ definitions.rti. Obdobnym zptisobem jsou definovany i zbylé dvé faudes-
funkce.

Detailnéjsi dokumentace faudes-funkei je obsazena v souboru pwtestability-
/registry /pwt__index.fref. Pomoci néstroje ref2html je pti instalaci knihovny
vygenerovan soubor ve formatu HTML obsahujici popis funkei, pripadné dalsi
tdaje jako ilustraéni obrazky ¢i seznam pouzité literatury).
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IsPiecewiseTestable_KlimaKuncPolak

A function that determines whether a regular language represented by a generator is piecewise
testable. This function implements the algorithm coined by O.Klima, M.Kunc and L.Polak.

Signature:
IsPiecewiseTestable_KlimaKuncPolak(+In+ Generator Gen, +Out+ Boolean Result)

Detailed description:

This function implements an algorithm coined by O. Klima, M. Kunc and L. Polak that was first
presented in their article [X5].

For an alphabet B < Sigma, a state g € Q is called B-absorbing if every edge labeled by a letter
from B is a loop from g to g.

The first step is to check if the directed graph G representing the input generator is acyclic.

In the second step, the algorithm calculates the following for each subset B € Sigma where
|IB| = 2:

* the graph Gamma(B) which contains all vertices from G and only the edges labeled by B
+ all weakly connected components of Gamma(B)

Every weakly connected component of Gamma(B) must contain exactly one B-absorbing state. If
the number of B-absorbing states is higher, the automaton isn't locally confluent and therefore
the language L isn't piecewise testable.

Obrazek 11: Ukézka c¢asti RTI dokumentace vygenerované ze souboru
pwt__index.fref ndstrojem ref2html.

4.2.4 Soubor rozhrani SWIG

Pouzivani knihovny libFAUDES neni omezeno pouze na jazyk C++. Lua je vy-
sokourovnovy skriptovaci jazyk podporujici proceduralni, objektové orientované
i funkcionalni programovani. Pristup jazyku Lua k funkcim a datovym typtm
knihovny libFAUDES umozinuje prostiedi luafaudes, které je implementovano
pomoci zasuvného modulu luabindings.

Néstroj SWIG (Simplified Wrapper and Interface Generator) umoziiuje snadné
propojeni vysokotroviovych skriptovacich jazyku (Javascript, PHP, Perl) s pro-
gramy napsanymi v jazyce C/C++ vytvofenim tzv. wrapper-koédu. Timto zpu-
sobem integruje také jazyk Lua s knihovnou libFAUDES.

Tuto integraci zatizuje SWIG rozhrani pluginu definované v souboru
pwt__interface.i, ktery se nachazi ve slozce pwtestability /src/registry/.

4.2.5 Tutorial

Soucasti kazdého zasuvného modulu je jednoduchy navod seznamujici uzivatele s
moznym zpusobem jeho pouzivani. Plugin Piecewise Testability poskytuje jeden
tutorial zvlast pro kazdy ze tii implementovanych algoritmi.

Zdrojové soubory tutoriali jsou umistény ve slozce pwtestability /tutorial,
vstupni data pak ve sloZce pwtestability /tutorial/data. Slozka pwtestabi-
lity /src/doxygen/faudes__images obsahuje navic obrazky ilustrujici podobu
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/%%

@file pwt_interface.i

SWIG interface for piecewise testability plugin.
See the luabindings README for more documentation.
xx%/

$module pwtestability

#ifndef SwigModule
#define SwigModule "SwigPWTestability"
#endif

$include "faudesmodule.i"

$1luacode {
for k,v in pairs (pwtestability) do faudes[k]=v end

}
SwigHelpTopic ("PWTestability", "Piecewise Testability Plug-In");

#if SwigModule=="SwigPWTestability"
$include "../../../include/rtiautoload.i"
#endif

Zdrojovy kod 5: Soubor pwt_ interface.i.

kazdého z generatort, které se v tutoridlech objevi. Knihovna libFAUDES po-
skytuje uzitecnou moznost vygenerovani obrazkového vystupu typu .png ¢i .svg
ze souboru typu .gen pomoci nastroje dot balicku Graphviz.

4.3 Potrebné vlastnosti vstupniho automatu

Pro spravné fungovani algoritmi ovérujicich testovatelnost jazyka po castech je
nutné, aby automat na vstupu splioval nékolik vlastnosti - musi byt determinis-
ticky, minimalni a v pripadé obou algoritmti Klimy a Polaka, potazmo Klimy;,
Kunce a Poléka, i tplny.

Jelikoz libovolnému automatu lze vytvorit jeho deterministickou, minimalni
a uplnou verzi, programu nic nebrani na vstupu prijmout i generator, ktery tyto
vlastnosti nesplnuje, a dodatecné je pro néj zajistit.

V souboru pwt__checkinput.cpp je definovana funkce CheckInputProps(),
kterd danému vstupnimu generatoru vytvori ekvivalentni deterministicky, mini-
malni a Uplny generator.

Ovéreni téchto tii vlastnosti jsou provadéna v poradi, v jakém jsou uvedena
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v této sekci. Zvoleni jiného poradi zbytecné zvysuje celkovou casovou slozitost
programu, metoda minimalizujici generator navic nepfijima jako argument ne-
deterministicky generator.

4.3.1 Deterministi¢nost

Definice 28
Konec¢ny automat je nedeterministicky, spliuje-li alespon jednu z nasle-
dujicich podminek:

o Existuje vice nez jeden pocatecni stav.

o Pro néjaky stav ¢; € @) a néjaké pismeno a € ¥ existuje vice nez jeden
prechod ve tvaru 6(g;, a).

Prestoze vSechny tti zde uvedené algoritmy ovérujici testovatelnost jazyka po
castech byly navrzeny pro deterministické konecné automaty, objekt typu Ge-
nerator v knihovné libFAUDES neni touto podminkou omezen. Je proto nutné
zajistit, aby generator na vstupu implementovanych funkci byl deterministicky.
Kazdému nedeterministickému konecnému automatu lze sestavit ekvivalentni de-
terministicky kone¢ny automat.

Otézku, zda je instance typu Generator deterministicka, ovéruje funkce IsDe-
terministic. V zaporném pripadé pak funkce Deterministic vytvori vstup-
nimu automatu ekvivalentni deterministicky automat (tzn. jazyk L rozpozné-
vany vstupnim generatorem funkce je roven jazyku rozpoznavanému vystupnim,
determinizovanym generatorem). Vyslednd mnozina stavii Q" deterministického
automatu A’ se rovna néjaké podmnoziné potencéni mnoziny puvodniho automatu
A. Casova slozitost algoritmu implementovaného funkei Deterministic roste ex-
ponencialné vzhledem k poctu stavii puvodniho automatu.
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Obrazek 12: Priklad nedeterministického automatu (a) a jeho determinizované
verze (b).

4.3.2 Minimalnost

Minimalizace automatu A je realizovana funkci StateMin vyuzivajici Hopcrof-
tuv algoritmus [2], ktery odstranuje vsechny nedosazitelné stavy a nasledné pro-
vede rozklad mnoziny () na t¥idy vzajemné nerozlisitelnych stavi. Kazda z téchto
t¥id pak tvoif v minimalizovaném automatu A’ jeden stav. Casové slozitost to-
hoto algoritmu je v nejhorsim ptripadé O(mn - logm) pro |Q| = m;|X| = n.
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Obrazek 13: Ptiklad automatu (a), ktery neni minimalni, a jeho minimalizované
verze (b) vzniklé odstranénim nedosazitelnych stavu gg, g7 a sjednocenim vzé-
jemné nerozlisitelnych stavi.

Vzhledem ke skutecnosti, ze ovérovani minimélnosti automatu neni trivialni
proces a jeho slozitost se blizi slozitosti samotné minimalizace, je zadouci kazdy
automat rovnou minimalizovat i za cenu toho, Ze to je "zbytecné."

4.3.3 Uplnost

DKA se nazyva tplny prave tehdy, kdyz pro kazdy stav g € () a kazdé pismeno
a € A definuje funkce § ptrechod (g, a).

Kazdy deterministicky kone¢ny automat lze ptritom tzv. ziplnit. Stac¢i dode-
finovat stav Gaump, aump € (Q — F) a pro kazdou dvojici (g;, a), pro niz funkce
0 nedefinuje prechod, doplnit prechod ve tvaru §(g;,a) = Qaump- Tento postup
zabere v nejhorsim ptipadé O(mn) kroku, kde |Q| = m, |A| = n.

Pivodni verze knihovny libFAUDES nedisponuje funkei ovétrujici tplnost ge-
neratoru (metody IsComplete() a Complete() t¥idy Generator existuji, ale vazi
se ke zcela odlisné vlastnosti).

V souboru pwt__checkinput.cpp je definovina funkce IsAutomaton() ové-
fujici, zda je vstupni generator automatem. U deterministického generatoru staci
ovérit, je-li pocet jeho prechodi roven maximalnimu moznému poctu (tzn. sou-
¢inu velikosti abecedy a stavové mnoziny).

Zuplnéni generatoru provadi metoda Automaton. Nazev funkce odkazuje na
alternativni definici konecného automatu oproti 3, podle niz musi byt prechodova
funkce ¢ tplné neboli definovana pro kazdou dvojici stavu a pismene. Neni-li
vstupni generdtor uplny, funkce vytvori specidlni stav ¢, (tzv. dump-state) a
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nasledné pro kazdou dvojici stavu ¢ € () a udalosti a € X, pro niz neexistuje
ptrechod (g, a), vytvori prechod ve tvaru 6(q,a) = q,.

Obrazek 14: Priklad automatu (a), ktery neni tplny, a jeho ziplnéné verze (b).

4.4 Pomocné datové struktury

Orientovany graf lze v programovacim jazyce C++ reprezentovat nékolika riiz-
nymi zplisoby, z nichZ nejhojnéji vyuzivanymi jsou matice sousednosti a seznam
sousednosti. Prestoze s objektem typu Generator je mozné v knihovné libFAU-
DES do urcité miry pracovat jako s grafem, pomocné datové struktury nabizeji
zjednoduseny pohled na automat coby na graf a usnadnuji tak implementaci
grafovych algoritmi. Jejich vyuziti za cenu mirného zhorseni éasové slozitosti
programu zvysuje celkovou prehlednost kodu.

4.4.1 Matice sousednosti

Matice sousednosti pro automat A = (X,Q,qo,0, F) je tabulka o rozmérech
m x n, kde m je velikost abecedy ¥ a n je pocet stavi automatu neboli velikost
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mnoziny (). Z hlediska implementace se jedna o dvojrozmérné pole typu unsigned
int.

Na i-tém tfadku v j-tém sloupci matice se nachézi index stavu, ktery je vy-
sledkem aplikace prechodové funkce d na stav s indexem 7 a pismeno s indexem
j.

Pokud pro -ty stav a j-té pismeno prechod neexistuje, nachazi se na této
pozici nedefinovana hodnota, jejiz konkrétni podoba zavisi na zvolené implemen-
taci. P1i praci s knihovnou libFAUDES se nabizi pouzit hodnotu 0 reprezentujici
neplatny index, jelikoz mnoziny implementované potomky tiidy IndexSet jsou
indexovany od 1.

a b ¢ d 1 2 3 4
Qo | 1 o 112 5 0 1
Q|1 Qa4 Q2 212 5 3 0
q2 310 0 0 O
qs a3 G2 Q1 410 4 3 2
qa qs 5 4 O O O

Obrazek 15: Grafické zndzornéni matice sousednosti reprezentujici graf 1 (vlevo)
a podoba této matice implementované tridou AdjacencyMatrix, kterd vyuziva
pro reprezentaci stavii a pismen c¢iselné indexy.

Trida AdjacencyMatrix a jeji metody jsou deklarovany v hlavickovém sou-
boru adjmatrix.h a definovany v souboru adjmatrix.cpp.

4.4.2 Seznam sousednosti v orientovaném grafu

Jedna se o reprezentaci orientovaného grafu prislusného automatu A polem se-
znamu. Velikost n tohoto pole je rovna poc¢tu stavi automatu A. Na i-té pozici
pole se nachazi seznam nasledovnikti stavu s indexem ¢. Délka kazdého z téchto
seznamu se pohybuje mezi 0 a n (kazdy stav mé nejvyse n nasledovniku a zadny
nésledovnik se v seznamu neopakuje).

7 orientovaného seznamu sousednosti oproti struktutfe 4.4.1 neni mozné vy-
¢ist, jak vypadaji jednotlivé prechody urcené funkci d. Bere v potaz pouze infor-
maci, zda néjaky stav ¢; je nasledovnikem stavu g; ¢i nikoliv. Takové zjednoduSeni
si muzeme dovolit. Dokonce ndm usnadnuje praci, jelikoz pti hledani komponent
ani cykla v grafu nepotiebujeme znat konkrétni podobu vsech jeho hran.

Trida AdjacencyList a jeji metody jsou deklarovany v hlavickovém souboru
adjlist.h a definovany v souboru adjlist.cpp.
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Obrazek 16: Graf 1 reprezentovany seznamem sousednosti.

4.4.3 Seznam sousednosti v neorientovaném grafu

Tato datova struktura funguje na podobném principu jako 4.4.2 s tim rozdilem,
Ze namisto orientovaného grafu prislusného automatu A reprezentuje jeho neo-
rientovanou kopii. Opét se jedna o pole seznamu, ovSem na i-té pozici pole se
nachazi seznam vsech sousedu stavu s indexem 7, tedy predchtdcti i nasledovniki.

Implementace této struktury vyuziva skutecnosti, ze libovolnému neorientova-
nému grafu lze vytvorit ekvivalentni orientovany graf. Kazdou hranu {v;, v;} ne-
orientovaného grafu nahradime dvojici orientovanych hran (v;, v;), (v;, v;). Tento
postup nam umoznuje simulovat neorientovany graf orientovanym bez nutnosti
vytvaret novou tridu.

Tato datova struktura je vyuzita v algoritmech 3.2 a 3.4 a jejim tucelem je
usnadnéni hledani slabé souvislé komponenty grafu.

Trida AdjacencyListUndirected reprezentujici tuto datovou strukturu je
spolu se svymi metodami deklarovana v hlavickovém souboru adjlistud.h a
definovana v souboru adjlistud.cpp.

uffd||wl[N]] -
v ¥ v v ¥

R[] =] -
o
N w |||~

Obréazek 17: Symetrizace grafu 1 reprezentovana seznamem sousednosti.

5 Srovnani algoritmi

5.1 Porovnani asymptotickych casovych slozitosti

V kapitole 3 byl urcen horni odhad casové slozitosti v nejhorSim pripadé pro
kazdy ze tii implementovanych algoritmi. Tato hodnota nam poskytuje fadovou
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predstavu o chovani algoritmu v praxi, kterd se sice mize od reality v zavislosti
na konkrétni implementaci a na rtznych typech vstupu lisit, presto je velice
uzitecna.

Vypocet casové slozitosti je vazan na dva z parametrii generatoru: velikost n
stavové mnoziny () a velikost m abecedy X. S témito hodnotami souvisi i velikost
prechodové mnoziny, kterd se pohybuje v intervalu (0; mn) (v Gplném automatu
je pak vzdy rovna m - n).

7Z hlediska tohoto odhadu je zdénlivé nejpomalejsi algoritmus Klimy a Polaka,
ktery pracuje v kvadratickém case vzhledem k obéma parametrim. Oproti nému
Trahtmantv algoritmus a algoritmus Klimy, Kunce a Polaka bézi v kvadratickém
case pouze vzhledem k jednomu parametru - v prvnim jmenovaném algoritmu
je timto parametrem pocet stavi n, v druhém pak velikost abecedy m. Lze
tedy predpokladat, ze vybér optimalniho algoritmu zavisi na poméru velikosti
abecedy a stavové mnoziny algoritmu: je-li velikost abecedy vyrazné vétsi nez
velikost stavové mnoziny, nabizi se vyuzit Trahtmantv algoritmus, v opac¢ném
pripadé pak algoritmus Klimy, Kunce a Poléka.

5.2 Zpusoby hledani cyklu

Ve vsech tiech predstavenych algoritmech je prvnim krokem hledani netrivialniho
cyklu v grafu reprezentujicim vstupni automat. Neni-li tento graf acyklicky, jazyk
rozpoznavany automatem nemtize byt po ¢astech testovatelny a program ihned
vraci hodnotu false.

Hledéni cyklu je mozné uskutecnit nékolika zptlisoby, které funguji na stej-
ném principu prohledavani grafu do hloubky. V zasuvném modulu je pro kazdy
algoritmus na ukazku implementovan jiny z téchto zpiisobti. Hlavni rozdil mezi
nimi spoc¢iva v odlisném vyuziti pomocnych datovych struktur. Jedna se o:

o piimé hledéni cyklu v generdtoru (funkce IsAcyclic() definovand v sou-
boru isacyc.cpp)

e vytvoreni seznamu sousednosti z matice sousednosti

e vytvoreni seznamu sousednosti z generatoru

Pti vzajemném porovnavani chovani algoritmi by ovSem rozdily v implemen-
taci této ¢asti mohly zkreslit celkovy vysledek pozorovani. Za timto tic¢elem byl ve
vSech trech programech jednotné pouzity prvni jmenovany zptsob, ktery hleda
cyklus primo v generatoru.

Je-li zajisténo, ze prvni krok je u kazdého ze tii algoritmi totozny, jeho pritbéh
nema na celkovy vysledek srovnavani vliv. Neni pro nas tedy ptrinosné zkoumat
chovani algoritmt pro automat, jehoz graf obsahuje cykly a program se pro néj
zastavi drive, nez dokdZeme vypozorovat vzajemné odliSnosti mezi algoritmy. Z
tohoto diivodu je test omezeny pouze na acyklické automaty.
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5.3 Praktické porovnani algoritmii

Béh programu byl méren pomoci nastroju knihovny std::chrono jazyka C++,
konkrétné tridy high_ resolution__clock, ktera méri cas s presnosti radové na
stovky nanosekund (presnd hodnota zavisi na konkrétnim zafizeni a jeho opera-
¢im systému).

5.3.1 Zavislost casové slozitosti na velikosti abecedy

Pro kazdy ze tii programt implementujicich zkoumané algoritmy byla mérena
doba béhu na 25 vstupech. Vstupnimi argumenty jsou objekty typu Generator s
konstantnim pocétem stavii n = 10 a velikosti abecedy m pohybujici se v intervalu
(2;26). Obecna podoba generatoru je znazornéna na obrazku 18. Kazdy z téchto
generatoru je deterministicky, minimalni a uplny.

Nejnizsi primérna doba béhu programu byla namérena u Trahtmanova al-
goritmu, a to 5,738 ms. Z tvaru odpovidajici kiivky v grafu 5.3.1 lze vyd¢ist, ze
tato doba se s rostouci velikosti abecedy vyrazné nezvysuje (rozdil maximalni a
minimélni namérené hodnoty je pouhych 6, 063 mikrosekund). Tento pfiznivy vy-
sledek souvisi s hornim odhadem asymptotické ¢asové slozitosti algoritmu, ktera
je vu¢i hodnoté m linearni, ale je také ovlivnén konkrétni podobou vstupnich
generatoru.

Pro dalsi dva algoritmy jsou dil¢i i primérné vysledky métreni podobné, a to
konkrétné 161.802 ms pro algoritmus Klimy, Kunce a Polaka a 159.083 ms pro al-
goritmus Klimy a Polaka. Tento vysledek také odpovida vypocitané asymptotické
casové slozitosti obou algoritmii, ktera roste kvadraticky vzhledem k parametru
m.

Obrazek 18: Vizualizace obecné podoby vstupniho generatoru s abecedou A o
promeénlivé velikosti.
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Doba béhu programt v zavislosti na velikosti abecedy
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5.3.2 Zavislost casové slozitosti na poctu stavi

Test zkoumajici zavislost doby béhu programu na velikosti stavové mnoziny byl
uskutecnén stejnym zpusobem jako test popsany v predchozi sekci 5.3.1. Byl
proveden celkem pro 22 vstupt. Velikost m abecedy A = {a,b,c} je pro kazdy
vstupni generdtor rovna 3, pocet stavii n se pohybuje v intervalu (3;24). Obecn4
podoba generdtoru je zndzornéna na obrazku 19. Kazdy jazyk prijimany timto
generatorem je po castech testovatelny bez ohledu na hodnotu parametru n.

b, c b, c b, c a,b,c

Obrazek 19: Vizualizace obecné podoby vstupniho generatoru s n stavy.

Oproti predchozimu testu jsou rozdily mezi naméfenymi ¢asy méné vyrazné,
a to zejména pro mensi pocet stavu (n < 12).

Primeérné nejnizsi doba béhu programu byla namérena pro algoritmus Klimy,
Kunce a Polaka, a to 4,651 ms. Tento vysledek odpovida predpokladu vyplyvaji-
cimu z horniho odhadu asymptotické casové slozitosti, ktera je u tohoto algoritmu
linearni vii¢i hodnoté n.
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Pro Trahtmantv algoritmus je tato hodnota mirné vyssi, konkrétné 5,963
ms. Pro algoritmus Klimy a Polaka pak byla priumérné namétfena doba trvani
12,665 ms. Vidime tedy, ze pro rostouci pocet stavii jsou rozdily mezi algoritmy
oproti rostouci velikosti abecedy generatoru méné vyrazné.

Doba béhu programt v zavislosti na poc¢tu stavii
35 T T I I T I T T T I T
—=—  Alg. Klimy a Poldka
30| —=— Alg. Klimy, Kunce a Polaka
Trahtmantv alg.

25|

15 1

Doba béhu (ms)

10 |-

| | | |
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

Pocet stavi automatu (n)

50



Zavér

Hlavnimi cili stanovenymi na pocatku vzniku této prace bylo jednak shrnuti
tématu algoritmt ovérujicich testovatelnost reguldrniho jazyka po ¢astech, dale
implementace téchto algoritmi a jejich porovnani na teoretické i praktické roviné.

S pomoci prislusnych literarnich zdroju byl popsan koncept testovatelnosti
jazyka po castech a byl objasnén princip fungovani kazdého z predstavenych al-
goritmu. Také byl upfesnén vzajemny vztah nékterych pojmui vyuzivany rtiznymi
autory.

TTi z téchto algoritmi byly implementovany v jazyce C++ s vyuzitim knihovny
libFAUDES a tato implementace byla nasledné vyuzita jako zaklad nového za-
suvného modulu této knihovny.

Pri praktickém otestovani programu s rtiznymi vstupy bylo zjisténo, ze doba
jejich trvani viceméné odpovida predpokladiim stanovenym z vypocitanych asympto-
tickych casovych slozitosti. Bylo dosazeno zavéru, ze pri vybéru optimalniho
algoritmu je zasadni pomér velikosti stavové mnoziny a abecedy vstupniho au-
tomatu.

7 tohoto hlediska lze cil prace povazovat za splnény.
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Conclusions

There were two main goals set at the beginning of the creation of this thesis:
firstly, it was to summarize the topic of piecewise testable languages and the
algorithms recognizing this property. The second goal was to implement three of
these algorithms and to compare them both from the theoretical and practical
perspective.

Using the relevant literary sources, the concept of piecewise testability was
described and the principle of each introduced algorithm was explained. The
relationship between certain terms used by different authors was clarified.

Three of the algorithms presented were implemented in C++ using the lib-
FAUDES library. This implementation was then used as the basis of a new
plug-in of the library in question.

In the process of running the application with different input data, it was
discovered that the duration of each program is more or less consistent with the
estimations based on the computed time complexities of the algorithms. The
main conclusion reached from this experiment is the fact that the choice of the
optimal algorithm depends mostly on the ratio of of the number of states to the
size of the alphabet of the input DFA.

In this regard, the purpose of this thesis can be considered as fulfilled.
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A Obsah prilozeného CD

text/
Slozka obsahujici text této prace ve formatu PDF a jeji zdrojovy kod.

libfaudes/
Slozka obsahujici soubory nejnovéjsi dostupné verze knihovny libFAUDES.
pwtestability/
Slozka obsahujici vSechny zdrojové soubory zasuvného modulu Piecewise
testability.
readme.txt

Soubor obsahujici instrukce pro integraci pluginu s knihovnou libFAUDES
a jejl instalaci.
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