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Uvod
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Organizacni zalezitosti

konzultaéni hodiny (kancelaf 5.044):
m Utery 15:00-16:00
m Patek 13:00-14:00
m pripadné v jiny ¢as po domluvé emailem
cviceni:
m budeme fesit tkoly z materiald dostupnych na mém webu
zapocet:
m zapocet se sklada ze dvou &asti, tj. dvou zapocltovych testi
m z kazdé Casti/testu potfebujete ziskat alespon 50% bodii
m kazdy test si budete moci jednou opravit
m testy se budou psat v ramci prednasek

zkouska:

m Ustni, pFiprava + cca 20 minut zkouseni
m losujete 2 otazky — jedna na teorii, druha na diikaz
m vice se dozvite na konci semestru
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Literatura

m Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation (Hopcroft, Motwani,

Ullman, 2006)

m Formalni jazyky a automaty | (Cerna, Kretinsky, Kucera, 2006)
m odkaz: https://is.muni.cz/elportal /?id=703389

m Introduction to the Theory of Computation (Sipser, 2012)
m Finite Automata (Lawson, 2003)

Automata Theory,
Languages, and
Computation

FORMALNiI
JAZYKY A
AUTOMATY |

MICHAEL SIPSER

N )
. Finite
Automata

[Markc V. Lawson |

4/26


https://is.muni.cz/elportal/?id=703389

O kurzu 'Formalni jazyky a automaty’

m jeden ze zdkladnich oborii teoretické informatiky

m je soudasti vétsiny informaticky zamérenych oborti (MFF UK, CVUT, VUT,...)
m slouzi jako Gvod pro dalsi predméty jako jsou Vycislitelnost a Slozitost

m za tento predmét je 6 kreditli, cemuz odpovida jeho naroCnost

m je to teoreticky predmét, vétSinou si vystacime s tuzkou a papirem

m mozné jako téma bakala¥ské/diplomové/disertaéni prace
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Motivace

Na data a programy mizeme pohlizet jako mnoziny fetézci
m data a programy v pocitadi jsou reprezentovany pomoci posloupnosti symboli 0 a 1

B prirozend motivace studovat jejich vlastnosti a metody jak s nimi pracovat

Studium vypocetnich modeli
m jak silny model potirebujeme k feSeni rliznych problémi
m zacneme u téch jednoduchych a postupné budeme prechazet ke komplexnéjsim

Modely, které budeme studovat maji spoustu realnych aplikaci

m regularni vyrazy, prekladace, modelovani diskrétnich systémd,. . .

Naucime se, jak formalné zachazet s diskrétnimi modely

m bézné nedokazujeme, Ze program je korektni — je to prilis slozité

m potrebujeme ale uvazovat o tom, pro¢ funguje néjaka chytra technika nebo konstrukce
m dikazy v tomto kurzu jsou &asto konstruktivni, tzn. samotny dikaz je ndvod/algoritmus,

jak dany problém vyresit
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Obsah kurzu

Regularni jazyky

m regularni vyrazy a priklady jejich pouZziti

m konecné automaty, jejich varianty a ekvivalence jednotlivych modelii
m minimalizace automatd

m vlastnosti regularnich jazyki

Bezkontextové jazyky
m bezkontextové gramatiky a jejich normalni formy
m zasobnikové automaty

m vlastnosti bezkontextovych jazyki

Ostatni jazyky z Chomského hierarchie

m prehledové kontextové gramatiky a gramatiky bez omezeni
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Zakladni pojmy
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Resitelnost problémii

Motivace: pri feseni redlnych problému si drive Ci pozdéji polozite otazku: , Je dany problém
viibec resitelny?" a poté , Co to znamena, Ze je problém reSitelny?*“.

Definice
Problém je FeSitelny, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdou instanci daného problému
vrati v konecném Case spravny vysledek.

m problémy s odpovédi ano/ne oznalujeme jako rozhodovaci problémy

m zavedeme si zakladni pojmy, proto abychom mohli problémy formalné definovat a studovat

Priklad

Béhem studia jste se setkali s mnoha reSitelnymi problémy:

m rozhodovaci problémy , je danad sekvence Cisel setfizena?“ nebo , je strom vyvazeny?“,
m obecné problémy jako vypocet n-té mocniny néjakého Cisla, a tak dale. ..

V tomto kurzu se setkdme i s problémy, které nelze algoritmicky vyfresit.
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Abeceda

Intuice: abecedu budeme chapat v jejim pfirozeném vyznamu, tedy jako soubor znakd, které
mohou byt pouZity k vytvoreni slov/Fetézci.

Definice

Abeceda ¥ je libovolna konecna neprazdna mnozina.

m prvky abecedy se nazyvaji znaky, ptipadné symboly

m spousta prikladi ze Zivota:

latinské pismo {a,b,c,...,z}, japonské pismo {77, ¥, 7,...}, atd.
binarni abecedy {0,1} nebo {true, false}

znakové sada ASCII {0,...,9,a,...,2,A,..., Z NULL,LF,...}

mnozina kli¢ovych slov jazyka C: {if, for,while,...}

symboly vyrokové logiky {—,V, A, (), ¢, ¥, ...}

pfiznaky zprav p¥i navazovani TCP komunikace {ACK, SYN, FIN, ACK-SYN}
a mnoho dalSich prikladd. . .

m kazdou abecedu Ize zakdédovat pomoci binarni abecedy
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Retézec
Definice

Retézec w = w; ... w, nad abecedou ¥ je libovolna kone&na posloupnost znakii této abecedy,
tj. w € ¥* (plati w; € ¥ pro vSechna i =1,...,n).

délka fetézce w = wy ... w, se znali |w| =n
prazdny Fetézec se znadi ¢ a plati pro néj |e| =0
fetézec = je podretézcem g, pokud existuji a,b € X* takové, ze y = axb

>* oznacuje mnozinu vSech fetézcli nad abecedou X

Yt =3*\ {e} oznaluje mnoZzinu viech neprazdnych Fetézcii nad X

Priklad

Méjme binarni abecedu ¥ = {0, 1}, pak:

m pro fetézec w = 101010 € ¥* je jeho délka |w| = 6,
m ¥ ={¢0,1,00,01, 10,11, 000, ...},

s X ={0,1,00,01, 10,11, 000, ...}.
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Usporadani retézci

Intuice: fetézce mizeme sefadit pomoci tzv. shortlex usporaddani, kde kratsi fetézce jsou pred
del$imi, a stejné dlouhé Yetézce jsou usporadany relaci na ¥ (naptiklad lexikograficky).

Definice |
Mé&jme abecedu ¥ a linedrni usporadani <s; prvki ze ¥ (napriklad pro ¥ = {a, ..., z}
pouzijeme klasické abecedni poradi znaki). Pro dva rizné ¥fetézce © = z1x2... 2, a
Y=1y1Y2...Ym nad X plati x < y (tedy x je mensi v shortlex usporadani nez y) pokud:

|z| < |y|, nebo

|z| = |y| a existuje ¢ takové, Ze i = min{j | x; # y;} a zaroven z; <x y;.

Priklad |
Méjme abecedu ¥ = {a, b, c} s klasickym uspofadanim a <y b <y ¢, pak napriklad aa < ab
nebo ¢ < aaa. Mizeme také vypsat nékolik prvnich fetézcli z nekone¢né mnoziny *:

¥* ={¢,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb, be, ca, cb, cc,aaa, . ..}

Dalezity disledek existence usporadani na ¥* je, ze ¥* je spocetné nekone€na mnozina.
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Jazyk

Definice

Jazyk nad abecedou ¥ je libovolnd podmnozina ¥*. Pojmem formalni jazyk myslime néjakou
mnozinu fretézcd, které navic maji urcitou spolecnou vlastnost.

m problém nalezeni do jazyka: chceme rozhodnout zda fetézec patfi do daného jazyka
m jazyky budeme délit do tfid podle toho, jak silny model potfebujeme pro jejich
rozhodovani/generovani

Zakladni déleni
konecné jazyky:
m napfiklad mnozina slov &eského jazyka (pfiblizné 250 000 slov)
m je jednoduché ovéfit zda néjaky fetézec do takového jazyka patii
m reprezentace pomoci vyCtu prvki
m z naseho pohledu trividlni a nezajimavé

nekonecné jazyky:
m napriklad mnozina vsech syntakticky korektnich programi jazyka C
m ovérit naleZeni do takového jazyka mize byt velice téZké nebo dokonce nemozné
m reprezentace pomoci néjakého verifikatoru/generatoru (pokud je to mozné)
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Ptiklady: formalni jazyky

Priklad

Trivialni jazyky nad libovolnou abecedou X jsou () (nejmensi) a ¥* (nejvétsi).

Ptiklad

Koneény jazyk L; = {e} obsahujici pouze prazdny ¥etézec (nad libovolnou abecedou).

Priklad
Jazyk Lo = {w | w obsahuje podfetézec print(”Hello world!”)} nad abecedou ASCII.

Priklad
Jazyk L3z = {a"b™ | n > 0} nad dvouprvkovou abecedou ¥ = {a, b}.

v

m jazyky (), ¥*, L1 a Lo lze popsat pomoci reguldrnich vyrazii a rozhodovat problém néleZeni
pomérné jednoduchym modelem tzv. kone¢nych automatii (vice pozdéji)

m rozhodovani problému nalezeni do L3 je komplikovanéjsi, potrebujeme pocitadlo pro n
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Konecna reprezentace jazyka

Motivace: z praktického hlediska jsou nekonecné jazyky smysluplné, jen pokud je dovedeme
v pocitaci ulozit pomoci néjaké konecné reprezentace.

Definice
Mé&jme koneénou reprezentaci R néjakého jazyka K, pak L(R) oznadime jazyk, ktery R
reprezentuje, tj. L(R) = K.

m konené reprezentace jazyka (v poditaci zakédovand bindrné) maze byt napriklad:
m vypocletni model/algoritmus, ktery rozhoduje dany jazyk (naptiklad koneény automat)
m néjaky zkraceny formalni popis (napfiklad reguldrni vyraz nebo gramatika)
m algoritmus, ktery na zakladé vstupl vygeneruje fetézec daného jazyka, atd. ..
m v priibéhu semestru si ukdZzeme nékolik vypocletnich modell/reprezentaci jazyka

m fesitelné problémy mizeme zakédovat do jazykd (vétSinou nad rdmec tohoto kurzu)
m pro rozhodovaci problémy staci vytvorit jazyk téch instanci, pro které algoritmus rozhodujici
dany problém vrati odpovéd ano
m v pfipadé obecnych problémi vytvoiime jazyk dvojic (instance, korektni vystup)
® umét rozhodnout o naleZeni do takového jazyka potom Fesi plivodni problém
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Priklady: reprezentace problému formalnim jazykem

Priklad
Problém ovéreni emailové adresy lze definovat jako jazyk L; korektné zapsanych adres nad
abecedou ASCII, kde napriklad john.doeQupol.cz € Ly, ale john@doeQupolQcz & L.

Priklad
Vypodet druhé mocniny Ize definovat jako jazyk Ls nad abecedou ¥ = {0,1,...,9}

Ly = {(a,b) | ¢iselnd hodnota a € £* je druhd mocnina &iselné hodnoty b € ¥*} |

kde naptiklad (25,5) € Lo, protoze 25 = 52, ale (42,0) & Lo; nelze rozhodovat bez n&jakého
vypoctu druhé mocniny, proto na rozhodovani potrebujeme uz hodné silny model.

Priklad
Jazyk programil jazyka C nad abecedou ASCII, ktery nelze rozhodovat:

HALTe = {{c,w) | ¢ je zdrojovy kéd jazyka C, ktery pro vstup w zastavi} .
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Operace s retézci

Definice

Pro libovolné fetézce x =1 ...x, a y = Y1 . .. Y definujeme

m bindrni operaci zfetézeni z - y (nebo zkracené xy):
T-Y=IY=T1..-TpyY1..-Ym

m unarni operaci n-té mocniny z':

" 3 pron =0
"=l pron >0

Priklad

Pro retézce x = pi, y = ka a z = chu
mx-y -z = pikachu

m 23 = pipipi

m (vy)? = pikapika
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Operace s jazyky

Definice
Pro libovolné jazyky L, L1 a Lo definujeme
m klasické mnoZinové operace prinik, sjednoceni, doplnék (vzhledem k ¥*), ...

m binarni operaci zietézeni jazykt L; - Lo:

Ll-L2:{$y|ZL‘EL1/\yEL2}

unarni operaci n-té mocniny L™:

L”:{{E} pron =0

L-L"™' pron>0

m unarni operace Kleeneho uzavér L* a pozitivni uzavér L+:

(ee) o0
rr=\Jr Lt=Jr
n=0

n=1
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Operace s jazyky — priklady

Priklad
Pro jazyky L1 = {0,00}, Ly = {a,ab} mame

Ly - Ly = {0a,00a, 0ab,00ab}
Lo - Ly = {a0,a00, ab0, ab00}
L} ={0%,0%,0°,0°
Lt = {£,0,00,000,...} = {0}*

L3 = {aa, aaa, aab, aba, aaaa, aaab, aaba, abaa, abab, . ..}

P¥iklad
Méjme jazyk L3 nad abecedou ¥ = {a} definovan jako L3 = {a? | p je prvocislo}, pak

L3 - {aa} = {aP™? | p je prvocislo}

L3 = {a" | ¢ je nasobkem dvou prvoiisel }
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Regularni jazyky (RL) a regularni vyrazy (RE)
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Motivacni priklad pro regularni vyrazy

m regularni vyraz je formalismus pro Citelny a Usporny zapis regularnich jazyki
m mnoho aplikaci: grep, sed, ovérovani formulard, nahrazovani fetézce v kédu atd.

m predstavil je v roce 1951 Stephen Cole Kleene

Priklad

Chceme tsporné zapsat jazyk L, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz} nad

abecedou ¥ = {.,a,...,z}. Nejprve jej vyjadiime pomoci zfetézeni a Kleeneho uzavéru:

{.,a,...,2}" - {.pdf,.png, .gz}

coz je ekvivalentni s vyrazem:
{yu{apu...U{z})" - ({-pdf} U {-png} U {.g2})
na kterém lze vidét podobnost s ekvivalentnim regularnim vyrazem:

(.+a+...+2)"(.pdf + .png + .g2)
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Regularni vyraz

Intuice: v induktivni definici nejdfive definujeme regularni vyrazy pro elementarni jazyky (bod

vvvvvv

Definice

Regularni vyraz (RE z regular expression) nad abecedou ¥ definujeme jako:

kazdy symbol a € ¥ je a RE s jazykem L(a) = {a},

€ je RE s jazykem L(e) = {e},

D je RE s jazykem L(0) = 0,

necht E; a Es jsou RE, pak E; + E» je RE s jazykem L(E; + E5) = L(E;) U L(E3),
necht E; a Es jsou RE, pak E1Es je RE s jazykem L(EyE3) = L(E;) - L(E3),

necht E je RE, pak E* je RE s jazykem L(E*) = (L(E))*.

(o o~ I |

avv/

m kvilu prehlednosti si zavedeme zkraceny zapis pro tyto regularni vyrazy:
m X oznaluje vyraz s jazykem L(X) =X
m Et = EE*
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Priklad: regularni vyraz

Priklad |
RE E; pro jazyk Lyeq = {w € {a,b}* | pro w plati, ze |w| = 0 (mod 4)}, jehoz slova maji
délku nasobki cisla 4:

((a+b)(a+b)(a+b)(a+b))”

nebo také pomoci zjednoduseného zépisu (XXX3)*, kde ¥ = {a,b}. Pro L(E) plati:
e € L(Ey), protoze |e] = 0= 0(mod 4),

abba € L(E7), protoze |abba] =4 = 0 (mod 4),

aaaabbbb € L(E,), protoze |aaaabbbb] = 8 = 0 (mod 4),

abbab ¢ L(E,), protoze |abbab] =5 # 0 (mod 4),

Nutno dodat, e mocnina neni sou¢asti definice RE, proto (24)* z nadeho pohledu neni
validni regularni vyraz.
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Regularni jazyk

Definice
Tridu jazykd, které lze popsat pomoci regularnich vyrazii, oznacujeme regularni jazyky
(zkracené RL z regular language). To znamen4, ze:

kazdy regularni vyraz popisuje néjaky regularni jazyk,

kazdy regularni jazyk Ize popsat pomoci néjakého regularniho vyrazu.

fikdme, ze RE E popisuje jazyk L(FE) nebo také, ze FE je vzor pro jazyk L(E)
RE Ize tedy chépat jako formalismus pro definovani regularnich jazyka

m matematicky popis RE nic nefikd o konkrétni implementaci, jak ovéfit nélezeni do L(E)
m jsou implementovany ve vSech soucasnych programovacich jazycich
m pozdéji si formalné dokazeme, ze verifikaci regularnich jazyki lze provadét na pocitaci

z uvedenych prikladi:

m kazdy konecny jazyk je regularni

m jazyk emailovych adres je regularni (na dal$im slidu sestrojime RE, ktery jej popisuje)
m jazyk druhych mocnim nebo {a? | p je prvocislo} nejsou regularni (ukazeme pozdéji)
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Priklady: regularni jazyky a jejich RE

Priklad
RE E; pro libovolny koneény jazyk L = {w;,ws, ..., w,} nad néjakou abecedou X:

w1 + w2 + ...+ Wy, J
Priklad

RE Es pro jazyk L = {w € {a,b} | w # bbb}:

>*aX* + b+ bb + bbbbT

Priklad
RE Ej3 pro (zjednodu$eny) jazyk emailovych adres nad abecedou ¥ ={.,@,a,...,z}:

(@+...+2)(.+a+...+2)*@Qa+...+2) .(a+...+2)T
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Regularni vyrazy v praxi

m kazdy programovaci jazyk si RE implementuje po svém (existuji riizné standardy)
m pouzivaji se tzv. rozsitené reguldrni vyrazy (nebo také regexy)
m poskytuji navic napriklad syntaxi pro doplnék, mocniny, specialni znaky, atd. ..
m vice naleznete v pFilozené ukazce (demonstrované jazykem Python)
m doporuluji regexy pouzivat na jakékoliv zpracovani textu (naptiklad vystupy skriptd, ovéfovani
vstupd uzivatele atd.) namisto manudlniho parsovani textu

Zakladni nastroje pro praci s regexy v Pythonu (v balicku re):
re.search — najde prvni vyskyt fetézce v textu, ktery odpovida vzoru

re.findall — vrati seznam vSech Fetézcl v textu, ktery odpovidaji vzoru

|
|
m re.sub — nahradi kazdy Yetézec v textu, ktery odpovida vzoru za jiny Yetézec
m re.split — rozdéli text na podretézce, podle kazdé shody se vzorem

|

capture groups — kazda Cast regexu, kterd je uzaviena v kulatych zavorkach, se ulozi
rozpoznany fetézec do proménné (v pfipadé nalezeni shody se vzorem)
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