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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
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Motivacni priklad: emailové adresy

Priklad (&ast 1/2) |
Chceme ovéfit, zda fetézec w nad ¥ = {., @, a, ..., 2} obsahuje emailovou adresu. Minule
jsme si predstavili regularni vyraz, ktery byl podobny tomuto (trochu jej zjednodusime):

(+a+...+2)*Qla+...+2)".(a+...+ 2)*

Navrh algoritmu, ktery ¢te w znak po znaku, a rozhoduje odpovidajici jazyk Lq:
m vSimnéme si, ze emailova adresa ma nékolik ¢asti (lokalni ¢ast, znak @ a doménu),
m preCteni korektniho podretézce v kazdé Casti posune algoritmus do dalsi faze ovérovant,

B fetézec w nalezi do La, pokud takto ovéfime vSsechny Casti emailové adresy.

Namisto psani kédu navrhneme jednoduchy vypocetni model, ktery bude reprezentovat priibéh
vypoctu pomoci diskrétnich stavii (podobné jako ve vyvojovych diagramech).
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Motivacni priklad: prvni navrh

Ptiklad (¢ast 2/2)
Kone¢ny automat ekvivalentnis RE (. +a+ ...+ 2)*@Q(a + ...+ 2)*.(a + ... + 2)*, ktery
ovéfuje, zda fetézce nad ¥ = {.,@, qa,..., z} obsahuji emailovou adresu:

Qy..., 2
Qe 2 Qy. .., 2 @
@
. ., @
o=
Graficka reprezentace

m uzly reprezentuji stavy, ve kterych se mizeme béhem vypoctu nachazet
m Sipka u stavu 1 (zleva) oznaluje polateni stav a zdvojené stavy jsou akceptujici
m hrany a jejich popisy reprezentuji prechody mezi stavy — definuji priibéh vypoctu
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Deterministicky konecny automat

Intuice: automat je jednoduchy abstraktni vypocetni model (algoritmus), ktery realizuje
rozhodovaci problém nalezeni do regularniho jazyka.

Definice

Deterministicky konecny automat (zkracené DFA z deterministic finite automaton) je

reprezentovan usporadanou pétici A = (Q, 3, 0, qo, F'), kde:

@ je konecnd mnozina stavi (proto nazev konecny automat),

Y je abeceda,

0 je prechodova funkce ve tvaru 0 : Q X ¥ — (), kterd stavu a symbolu pFiradi stav,
qo je polatedni stav (plati qp € Q),

F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavi (plati F' C Q).

m prechodova funkce § je Gplna (je definovana pro kazdou dvojici stavu a znaku ze X)
m pro fetézec nad ¥ se nestane, Ze by automat nevédél, jak pokracovat ve vypoctu

m prechodova funkce ¢ je deterministicka (vysledkem je vzdy jeden stav)
B mame zaruceno, ze automat je vzdy pravé v jednom stavu
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Motivacni priklad: popis automatu

Priklad
Chceme ovéfovat zda fetézce nad ¥ = {.,@, qa,..., z} obsahuji emailovou adresu.

Qy...,2
Py, 2 Q... 2 @
@
— ., @
<f%@>§ ’
(Do

PopiSeme jednotlivé ¢asti DFA Ay = (Q, %, 6, qo, F):
mQ=1{1,234},2={.,Q,a,...,2}, qo=1a F=1{3},
m prechodovou funkci § |ze reprezentovat jako relaci 6 C @ x 3 X Q:

m {(1,.,1),(1,a,1),...,(1,2,1),(1,Q2),(2,a,2),...,(2,2,2),(2,.,3),(2,@,4),...}
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Vypocet DFA

Intuice: vypocet si Ize predstavit jako priichod grafem automatu, v némz hrany volime podle
prechodové funkce (pro kazdy fetézec existuje pravé jedna cesta z kazdého stavu).

Definice
Konfigurace je dvojice stavu a Fetézce (¢, w) € @ x ¥*, kterd popisuje aktudlni stav DFA. J

Prabéh vypoctu DFA
m vypocet zaina v konfiguraci (go, w) s fetézcem w = w; ... w, € ¥* na vstupu

m v kazdém kroku DFA, ktery je v konfiguraci (g, w; ...w,), zpracuje prvni znak vstupu
preCte prvni symbol w; a ze vstupu jej odebereme
na zakladé prechodové funkce se vypolitd novy stav p = (g, w;)
DFA prejde do nové konfigurace (p,w;y1 ... wy,)
m vypocet kondi v konfiguraci s prazdnym vstupem, tj. ve tvaru (g, ¢)
m pokud g € F je koncovy stav, pak dany DFA pfijima w
m v opacném pripadé g ¢ F' dany DFA zamita w
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Motivacni priklad: vypocet DFA

Priklad
Vypocet DFA A; = ({1,2,3,4},{.,Q,a,...,2},d,1,{3}), ktery ovéfuje emailové adresy:

Ayonoy 2
.7a7"'7z a7"'7z @
@
@Dz

Méjme na vstupu fetézec w = a@b.c, a tedy A; zacina v konfiguraci (1,a@b.c):
0(1,a) =1, a proto A; prejde prec¢tenim symbolu a do konfigurace (1, @b.c),

1,@) = 2, a proto A; prejde pre¢tenim symbolu @ do konfigurace (2, b.c),
2,b) =2, a proto A; prejde pre¢tenim symbolu b do konfigurace (2, .c),
2,.) = 3, a proto A; prejde prectenim symbolu . do konfigurace (3, c),

S
o
S
o

3,c) = 3, a proto A; prejde pretenim symbolu ¢ do pFijimaci konfigurace (3,¢).
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Rozsirena prechodova funkce

Intuice: Zobecnime prechodovou funkci DFA, tak aby na pracovala s fetézcem namisto
jednoho symbolu.

Definice

Rozsitenou prechodovou funkci 5 Q x ¥X* — @ definujeme pro dvojici stavu g € Q a
fetézce s = $1...8, € X" nasledovné:

0(g,8) =4 =
(@3) 0(0(q,81),82---5n) pro s # ¢

. {q pros=¢

m jednd se pouze o syntakticky cukr, ktery ndm usnadni zapis
m naptiklad misto 6(8(0(gq, s1), s2), s3) mizeme napsat 6(g, s15253)

m v&t&inou nebudeme rozligovat mezi § a 4, tj. budeme psat rovnou d(q, $15253)
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Motivacni priklad: pribéh vypoctu

Priklad
Vypoéet DFA A, = ({1,2,3,4},{.,Q,a,...,z},d,1,{3}), ktery ovéfuje emailové adresy

a,...,2
Py, 2 Qy. .., 2 @
@
H< )—.é@ ., @
o

m A; zamitd fetézec @QbQ, protoze 6(0(5(1,@),d), @) = §(4(2,b),@Q) = §(2,@Q) =4 ¢ F
m A pFijima Fetézec john.doeQupol.cz, protoze S(I,john.doe@upol.cz) =3€eF

m A; pFijima i Yetézec @., protoze §(1,@.) =3 € F ...to ale neni emailové adresa
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Motivacni priklad: lepSi navrh

Ptiklad
Novy DFA Ay = ({1,...,7},{.,Q,a,...,2},d,1,{6}) ovéfujici emailové adresy

m nyni Ay zamita Fetézec .@, protoze §(1,.Q) =7 & F
m Ay vyzaduje aby kazda Cast adresy (lokalni i domény) byla neprazdna
m odpovidajici RE: (a+ ...+ 2)(. +a+... +2)*@a+...+ 2)T.(a+... + 2)T



Jazyk DFA

Intuice: DFA lze chapat jako dalsi formalismus pro definovani regularnich jazykd.

Definice

N

Jazyk DFA A = (Q, 3,4, qv, F) definujeme jako L(A) = {w € ¥* | §(qo,w) € F}.

m fikdme, ze A rozhoduje/rozpoznava jazyk L(A)
m regularni jazyky odpovidaji presné jazykiim, které jsou rozhodovany pomoci DFA
m kazdy DFA rozhoduje néjaky regularni jazyk
m kazdy regulérni jazyk je rozhodovan néjakym DFA
m regularni vyrazy a DFA jsou ekvivalentni — toto tvrzeni zatim ponechédme bez diikazu
m implementace DFA je velice jednoducha (zkuste si to sami)
m verifikaci regulédrnich jazyk( mazeme provadét na pocitaci
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Priklad: jazyk obsahujici jen prazdny retézec

Priklad
Méjmé jazyk L. = {¢} nad ¥ = {a, b}, ktery obsahuje pouze prazdny fetézec.

FOR0

DFA, ktery jej rozpoznava, oznacime A, = (Q.,{a,b},d.,0,{0}):

m A, zamitne kazdy vstupni fetézec, pokud obsahuje alespon jeden znak,

m stav 1 je tzv. sink state — zamitaci stav, ze kterého se nelze nijak dostat.
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Priklad: pocitani délky slova

Priklad
Mé&jmé jazyk L0 = {w € {a,b}* | plati, Ze |w| =0 (mod 4)}.

DFA, ktery jej rozpoznava, oznacime A,,,q = (Qmod, {a, b}, dmod, 0, {0}):
m kazdy stav (jeho pojmenovani) odpovida aktudlni délce slova modulo 4,

m pfidanim/odebranim stavi Ize zobecnit pro jazyky slov délky pro obecné n € N.
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Priklad: pocitani vyskytii znaku

Priklad
Méjmé funkci #, : 3* — Ny, kterd pro dany fetézec w vrati pocet vyskytd znakl a ve w, a
definujeme jazyk Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje alespori 2 znaky a, tj. #,(w) > 2}.

b60

DFA, ktery jej rozpoznava, oznacime Ay = (Qx4,{a,b},d4,0,{2}):

m kazdy stav (jeho pojmenovani) odpovida aktudlnimu poctu pfectenych symboli a.
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Ptiklad: stavovy systém chovani NPC

m pomoci konecnych automatil Ize naptiklad modelovat chovani postav ve hrach

m nejde o to pfimo implementovat DFA, ale umét si usnadnit navrh svého kédu

healthpoints
are low

@ find aid &= N\ 7 evade

found player is
aid idle player is
player is attacking back
near

2

x“ wan(ﬂ @ attack
\_//

player is out
of sight

Obréazek je prevzaty z popisu knihovny Roblox State Machine.
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Priklad: stavové diagramy z UML

B pri ndvrhu a popisu systémi se bézné pouzivaji modely podobné kone¢nym automatdm

state machine DICOM Hosted Application {prolocoly
[ready for the next task] setState(IDLE)/
[all pertinent output data captured, ready for the next task] setState(IDLE)/
run/
[new task assigned] [task completed]
setState(INPROGRESS)/ [ ] setState(COMPLETED)/
Idle InProgress Completed
[cancel task]

setState(EXIT)Y setState(CANCELED)/

/‘I
[error encountered]
[suspend task] setState(CANCELED)/
Exit setState(SUSPENDED)/
[resume task]
setState(INPROGRESS)/
Suspended
[cancel task]
setState(CANCELED)
© uml-diagrams.or [error encountered]

i gramsorg setState(CANCELED)/
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Zakladni vlastnosti regularnich jazyku
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Motivace studovat modely a tridy jazyki

Uzavérové vlastnosti jazykii
B operace je uzaviend na mnoziné M, pokud pro argumenty z M vrati opét hodnotu z M

m aplikovanim libovolného poctu uzavienych operaci na jazyk nezvysime silu modelu, ktery je
potfeba k jeho rozhodovani

m napriklad tfida regularnich jazyki je uzavrend na doplnék, prinik, atd. ..

Vlastnosti modelii
m jak modifikovat model, aniz bychom zménili jazyk, ktery rozhoduje?
m priklady: odstranéni nedosazitelnych stavii DFA, minimalizace DFA, atd. ..

m zobecnéni modelu:

m dostaneme silnéjsi model, pokud oslabime nékteré podminky v modelu DFA?
m priklad: nedplnad prechodova funkce, nedeterminismus, pocet pocateCnich stavd, ...

m specializace modelu, tedy opak k zobecnéni (toto se nas moc tykat nebude):

m definici modelu mizeme i zesilit a vymezit tim néjakou specifickou podmnozinu
m piiklad: DFA bez cykld ma jiné vlastnosti nez obecny DFA
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Neuplna prechodova funkce

m definici DFA lze zobecnit tak, ze povolime nelplnou pfechodovou funkci

m ¢ je pracialni funkce, tj. pfechod nemusi byt definovan pro vSechny dvojice stavu a symbolu
m pokud ma automat provést nedefinovany prechod, okamzité dany Yetézec zamitne
m pro jednoduchost budeme DFA i nadéle uvazovat s lplnou prechodovou funkci

Véta
Ke kazdému DFA A s nelplnou pfechodovou funkei existuje DFA A’ s Gplnou pfechodou
funkci takovy, ze L(A) = L(A").

Dikaz

Zkonstruujeme A’ dodefinovanim chybéjicich pfechodid v pivodnim A = (Q, X, 4, qo, F).
Do A prfiddme novy nekoncovy stav g* (sink state),

pro kazdy nedefinovany prechod d(q, a) definujeme ¢'(q,a) = ¢,

definujeme prechod ¢'(¢*,a) = ¢* pro kazdy znak a € 3,

[ ziskali jsme poZadovany automat A’ = (QU {¢*},X,0Ud", qo, F).

Ocividné plati L(A) = L(A’), protoze upravujeme jen vypoclet pro zamitnuté fetézce.
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Doplnék regularniho jazyka

Intuice: prohozenim koncovych a nekoncovych stavii v automatu A ziskame automat A, ktery
rozpoznava doplnék jazyka L(A).

Véta

Necht L C ©* je regularni jazyk, pak jazyk L = ¥*\ L, ktery je jeho doplitkem vzhledem k
univerzu %, je také regularni.

Diikaz
Jazyk L je regularni, proto existuje DFA A = (Q, %, 4, qo, ') takovy, ze L(A) = L.
Sestrojime novy DFA A = (Q,X%,6,q0,Q \ F) a ukdzeme, ze L = L(A) = X%\ L(A):

m dle definice w € L(A) pravé tehdy, kdyz 6(qo,w) € Q \ F,
m to je ekvivaletni s (qo, w) & F, a tedy plati w ¢ L(A). O

m Dasledek: tfida regularnich jazykil je uzaviena na doplnék

m vsimnéte si, ze dikaz nefunguje pokud by DFA A mél nelplnou pfechodovou funkci
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Priklad: doplnék

Priklad
DFA rozpoznavajici jazyky Lyeq a E#:

T bbed
7‘

a) DFA A, 04 b) DFA Ay

a) Amod — (Qmod: {0/7 b_}7 5m0d7 07 {17 27 3})
m rozpoznava jazyk L,.q = {w € {a,b}* | plati, ze |w| # 0 (mod 4)}

b) "Zl# - (Q#7 {a7 b}a 6#7 07 {07 1})
m rozpoznava jazyk L = {w € {a,b}* | w obsahuje nanejvys 1 znak a, tj. #,(w) < 1}
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Nedosazitelné stavy

Intuice: stav automatu je dosazitelny, pokud k nému vede cesta v grafu automatu, ktera
zacind v pocatecnim stavu.
Definice

Méjme DFA A = (Q, X, 4, qo, F), pak stav g € @ je dosazitelny pokud existuje w € ¥*
takové, ze d(qo, w) = q. V opatném pripadé je ¢ nedosazitelny.

Priklad
Méjmé DFA A’#, ktery ma oproti Ay navic dva nedosaZitelné stavy 3 a 4.

b a,b b a,b
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Odstranéni nedosazitelnych stavii

Intuice: nedosazitelné stavy nijak neovliviuji jazyk automatu, a proto je lze odstranit.
Véta

Ke kazdému DFA A = (Q, X, 9, qo, F') existuje DFA A% takovy, ze vSechny stavy A% jsou
dosazitelné a zéroven plati L(A) = L(A°).

Diikaz

Zkonstruujeme automat A%““ tak, ze “zmensime” A:

Mnozinu dosazitelnych stavii v A definujeme jako S = {q¢ | Jw € ¥*: d(qo, w) = ¢},
poté definujeme A% = (S, %, 6% qo, FFN.S), kde 6%“ =N (5 x X x S5),
evidentné plati L(A%) C L(A), jelikoz A% vznikl odebranim stavii a pfechodil z A,

L(A) C L(A®*) plati, protoze pro kazdé w € L(A) je 6(qo, w) = g € F, kde gy je
dosazitelny stav, a tedy ¢y € S. Z toho dostaneme §%““(qp, w) € F N S. O
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Test na neprazdnost jazyka

Intuice: jazyk jakéhokoli automatu je neprazdny, pokud je dosazitelny alespon jeden jeho
koncovy stav.

Véta

Méjme DFA A = (Q, X, 4, qv, F), pak L(A) # () pravé tehdy, kdyz existuje fetézec w € X*
takovy, Ze plati d(qp, w) € F.

Dikaz
Stadi vypocitat A%““ a ovérit, zda je jeho mnozina koncovych stavii F'*““ prazdna:

m pokud F% # (), pak libovolny stav g5 € F% je dosazitelny, a tedy dle definice existuje
fetézec w € ¥* takovy, ze 0%““(qo, w) € F%°,

m v opacném pripadé F = (), a tedy plati L(A°) = L(A) = 0. O

m vypoclet A% Ize pouzit jako algoritmus na ovéreni neprazdnosti jazyka DFA

m toho vyuZijeme pozdéji k rozhodovani inkluze a rovnosti regularnich jazyk
m A%“ |ze vypoditat v polynomidlnim ¢ase pomoci algoritm na prichod grafu
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