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Simulace béhu vice DFA
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Soucinovy DFA

Intuice: soucinovy automat simuluje béh vice automatd najednou, coz ndm umozni
porovnavat jazyky, které rozpoznavaji.

Definice

Pro libovolné DFA Ay = (Q1,%,91,90,1, F1) a Az = (Q2, %, 02, 40,2, F2) nad abecedou 3

definujeme soucinovy DFA jako A; x Ay = (Q1 x Q2,%,6,(q0.1,q0,2), F), kde:

mnozina stavl obsahuje vSechny dvojice stavii (g1, ¢2), kde ¢1 € Q1 a g2 € Q2,
abeceda ¥ zlistava stejnd (A1 a As musi byt nad stejnou abecedou),
0({q1,q2),a) = (61(q1,a), 02(q2,a)) pro véechna a € %,

pocatecni stav (go,1, qo,2) je dvojice pocatecnich stavii z Ay a As,

mnozinu koncovych stavii F' C @)1 X Q2 zvolime podle téelu A; x Ay (viz. dale).

m konstrukci Ize zobecnit pro libovolny kone¢ny soucin automatd A; x ... x A,

m pokud A; a As jsou nad riiznymi abecedami X1 # 3o, lze je “rozsiFit":

m obéma nastavime stejnou abecedu ¥; U X5, a poté zlplnime jejich prechodové funkce
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Prinik regularnich jazykui

Intuice: pouzijeme soucinovy automat, ktery pfijme fetézec, pokud jej prijmou oba
simulované automaty, tj. zvolime koncové stavy F' = {(q1,q2) | 1 € F1 A q2 € F»}.
Véta

Pokud L; a Ly jsou regularni jazyky, pak L1 N Lo je také regularni jazyk.

Dikaz

K jazykiim Lq a Lo existuji automaty A; a Ao, takové ze:

A1 = (Q1,%,01,q90,1, F1) a L(A1) = Ly,

Az = (Q2,%,02,q902, F2) a L(A2) = La.

Zkonstruujeme A; X Ay s mnozinou koncovych stavi F' = {{(q1,¢2) | ¢1 € F1 A q2 € F»}.

Potom plati: w € L(A; x Ay) pravé tehdy, kdyz 6({qo,1,q0,2),w) € F, coz je ekvivalentni s
tim, Ze 01(qo,1,w) € F1 a zéroven d2(qo2,w) € Fy, coz je ekvivalentnis w € Ly N Ly. [

m Diisledek: tfida regularnich jazykl je uzaviena na prinik
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Pripomenuti: DFA A,,,; a A

Ptiklad

Na minulé prednasce jsme méli tyto DFA nad ¥ = {a, b}:

Apnod s jazykem Lyoq = {w € ¥* | pro w plati, ze |w| = 0(mod 4)},
A; s jazykem L. = {e}, ktery obsahuje pouze prazdny Fetézec,

A s jazykem Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje alespori 2 znaky a, tj. #4(w) > 2}.

H@“_’b, a.b b b ab
I [ -o=d -O—0—-0

g”}a,—b@
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Priklad: pranik regularnich jazyki

Priklad
Soucinovy DFA A,,,,q x A (v€etné nedosazitelnych stavi) s mnozinou koncovych stavi
F = {(0,0)} rozpoznava jazyk L(Ameq) N L(A:) = Le:
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Sjednoceni regularnich jazykua

Intuice: pouzijeme soucinovy automat, ktery pfijme fetézec, pokud jej pfijme alespon
jeden simulovany automat, tj. zvolime koncové stavy F' = {(q1,¢2) | 1 € F1 V q2 € Fy}.

Véta

Pokud L; a Lo jsou regularni jazyky, pak L1 U Lo je také regularni jazyk. J
Diikaz

Analogicky jako u priniku. DJ

m Dasledek: tfida regularnich jazyki je uzaviena na sjednoceni
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Priklad: sjednoceni regularnich jazyki

Priklad
Soucinovy DFA A,,,,q X A (v€etné nedosazitelnych stavi) s mnozinou koncovych stavi
F = {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,1)} rozpoznava jazyk L(Amoed) U L(Ae) = Lpoa:
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Rozhodovani rovnosti regularnich jazyki

Intuice: rozhodneme neprazdnost jazyka soucinového automatu, ktery prijima fetézec v
piipadé, zZe jej ptijme pouze jeden simulovany automat (nalezne protiptiklad), tj. zvolime:

F={{g,@)|(@meFRNpéFR)V(in¢FiANgpeF)}

Véta
Problém rovnosti L1 = L9 dvou reguldrnich jazykli L; a Ly je rozhodnutelny.

Diikaz

K jazykiim Ly a Lo existuji automaty A; a Ao, takové ze:

u AZ — (QZ: Zuéi)qo,iyﬂ) a L(AZ) — LZ pro 1€ {1)2}

Zkonstruujeme A; X Ay s mnozinou koncovych stavi F' (viz vyse), pro ktery plati, ze

Ly = Ly pravé tehdy, kdyz L(A; x Az) = 0 (coz jak vime, je rozhodnutelny problém).
Plati: w € L(A; x Ag) # 0 pravé tehdy, kdyz §((qo,1,q0.2), w) € F, coz je ekvivalentnf s:
01(qo,1, w) € F1 a zéroven 62(qo2,w) & F», a proto w € Ly Aw ¢ Lo, nebo

01(qo,1, w) & F1 a zéroven 62(qo,2, w) € F3, a proto w € L1 N L. O
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Priklad: rovnost regularnich jazyku

P¥iklad
DFA A;04 X Az s mnozinou koncovych stavii F' = {(0, 1), (1,0), (2,0), (3,0)} rozpoznava
jazyk (Limoq N Le) U (Lo N Le) # 0, a proto Ly,eq # Le (protipfiklad w = aaaa):
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Inkluze regularnich jazyki

Intuice: analogicky jako u rovnosti, jen zvolime F' = {(q1,q2) | 1 € F1 N q2 & F>}.

Véta

Problém inkluze L1 C Lo dvou regularnich jazykli L1 a Lo je rozhodnutelny. O

Priklad

Soucinovy DFA A4 X A: s mnoZinou koncovych stavil F' = {(1,0), (2,0), (3,0)}
rozpoznava jazyk Ly,0q N L: =0, a proto L. C Ly,q (tedy Ly C Ly dle Véty vyse):
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Nedeterministicky konecny automat (NFA)
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Motivacni priklad pro nedeterminisus

Priklad

Chceme filtrovat soubory riiznych typd s odpovadajici priponou, jako napriklad .pdf,

.png, .gz, .tar.gz atd., pri¢emz i samotné jméno souboru miize obsahovat tecku.

—~@)
|
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Nedeterministicky konecny automat

Intuice: zobecnime definici DFA o moznost byt ve vice stavech najednou.

Definice

Nedeterministicky kone¢ny automat (zkracené NFA z nondeterministic finite
automaton) je reprezentovan usporadanou pétici A = (Q, %, 9, qo, F'), kde:

Q@ je kone¢na mnozina stavi,
. je abeceda,

§ je prechodova funkce ve tvaru 6 : Q x ¥ — 29, kter stavu a symbolu priradi
mnozinu stavd,

B qo je pocatedni stav (plati ¢o € Q),
F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavi (plati F' C Q).

m jedind zména oproti definici DFA je v prechodové funkci:

m prechodové funkce nemusi byt uplna, miZe tedy nastat d(q,a) = () (protoze () € 29)
m z jednoho stavu muze vést vice pfechodil pod stejnym symbolem, naptiklad 6(q,a) = {r, s}
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Priklad: NFA pro jazyk pripon souborii
P¥iklad

NFA Asfr = (Q,{.,a,...,2},6,1,{.pdf, .png, .gz}), ktery rozpoznava jazyk pripon
souborti Lsf, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz}.

—@—
:

m Znak . presune A, ze stavu 1 do Ctyfech stavi §(1,.) = {1, ._pdf, . _png, ._gz},
m napriklad ve stavu ._pdf pro znak g neni definovan prechod, tj. §(._pdf, g) = 0.
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Rozsirena prechodova funkce

Motivace: vzhledem k tomu, Zze NFA se m{iZze nachazet ve vice stavech najednou, musime
umét vypocitat prechod i z libovolné podmnoziny stavi.

Definice

Rozsitenou prechodovou funkci 5:29 x ¥* — 2@ definujeme pro dvojici mnoziny stavi
R C @ atetézce w = wy ... w, € X" nasledovné:

0(R,w) =

A

A { R pro w = &
O(Uper d(r,wi), wa ... wy) pro w # €

m 4 ndm dava navod jak vypocitat mnozinu stavli dosazitelnych néjakym fetézcem
m pro jednoprvkovou mnozinu {q} budeme zapis zkracovat na 3(q,w)

m opé&t nebudeme rozligovat mezi § a 4, tj. budeme psat rovnou 0(q, wrwaws) = {r, s}
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Priklad: vypocet NFA

Priklad
NFA Agpe = (Q,{.,a,...,2},0,1,{.pdf, .png, .gz}), ktery rozpoznava jazyk pfipon
souborli Ls¢, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz}.

— (D

m Agr, prijima Yetézec .gz, protoze 6(1,.92) N F # 0
o(1,.92) = 0({1, . _pdf, . _png, ._gz},92) = o({1, .g_z},2) = {1, .82},
m Ay, zamita Fetézec .c, protoze 6(1,.c) = {1} a mnozina {1} neobsahuje koncovy stav.
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Jazyk NFA

Intuice: NFA prijima dany fetézec, pokud po jeho precteni skonéi alespon v jednom
koncovém stavu. Takto definované NFA rozhoduji tfidu reguldrnich jazyki (vice pozdéji).

Definice
Jazyk NFA A = (Q, 2,0, qo, F) definujeme jako L(A) = {w € ¥* | 6(qo, w) N F # 0}.

Alternativni pohled na nedeterminismus
m NFA se nachazi pouze v jednom stavu (jako DFA), ale navic umi spravné “hadat":

m pokud ma NFA na vybér z vice prechodii pod stejnym symbolem, vybere si vzdy spravné
ten, ktery jej nakonec dovede ke koncovému stav (pokud takovy prechod existuje)

m takovy vypocet Ize vizualizovat jako strom, kde uzly jsou konfigurace, a pokud existuje cesta
od kofene stromu (pocateéni konfigurace) do pfijimaci konfigurace, pak NFA Fetézec pFijima

vvvvvv

Turingiiv stroj atd.), které mezi stavy i modifikuji svoji pamét
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Priklad: alternativni pohled na nedeterminismus
m NFA A s, uhddne cestu z pocatecni konfigurace (1, .pdf.gz) do prijimaci konfigurace

(1,.pdf.gz)
(._pdf, pdf .gz) (1, pdf .gz) (_png,pdf.gz)  (_gz,pdf.gz)
! ! ! l
(.p_df,df.gz) (1,df.gz) (.p_ng,df .gz) X
J I l
(.pd_£, f.gz) (1, f.92) X
} i
(.pdf,.gz) (1,.92)
! N
X (1,gz)  (_gz,92) (_pdf,g9z) = (_png, g2)
i 1 | !
(1, 2) (g_z,2) X X
} 1
(1,¢e) (.gz,¢e)

l l
X v
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Priklad: NFA s mnozinou pocatecnich stavii

Intuice: nedeterministické automaty jsou v literature Casto definovany obecnéji, a to
s mnozinou pocatecnich stavd, tj. méme NFA A = (Q,%,4,1, F), kde I C Q.

Priklad
NFA A; = (Qmoa U Q s, {a, b}, 6mod U 0, {mo, #0}, {mo, #2}) s mnoZinou pocatenich
stavil, ktery rozpoznava jazyk L,,q U L.

QIIID a,b
CL,b (I,b b b a,b
a7b Hé - é - @

m stavy pidvodnich automat( si nejdfive prejmenujeme tak, aby nedochéazelo ke kolizim
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Priklad: NFA po redukci pocatecnich stavi

Vice pocatecnich staviit NFA A lze lehce zredukovat na jeden

m priddme novy pocatelni stav g (je zaroven i koncovy pokud ¢ € L(A))

m pro kazdy pfechod (i,a,q) € d, kde i € I je jeden z plivodnich pocateénich stavd,
priddme do § novy prechod (qo, a, q)

Ptiklad

NFA A} = (Qumoa U Q4 U {qo},{a,b},d, q0,{q0, mo,#2}) s jednim pocateénim stavem,
1 #

ktery rozpoznava jazyk Li,oq U Ly:

b
a

a,b
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Priklad: jazyk bez konkrétniho podretézce

Priklad
NFA A, pro jazyk L= {w € {a,b,c}* | w neobsahuje podfetézec abc}:
b7 c a
OO0
© a
b

Princip fungovani A, na fetézci w € {a,b, c}*:

m pokud je fetézec abc sufixem Fetézec w, pak A,z navidy “vypadne” ze viech stavi,

m v opacném pripadé je A, v jednom z koncovych stavii 1, 2 nebo 3.
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Determinizace

23/30



Podmnozinova konstrukce

Intuice: vytvorime DFA, jehoZ stavy odpovidaji podmnoZindm stavi plvodniho NFA a
prechodovou funkci simulujeme vypocet rozsitené prechodové funkce.

Definice

K libovolnému NFA A = (Q, X, 0N, qo, F') sestavime pomoci podmnozinové konstrukce
DFA Adet — (QD? E? 5D7 {QO}7 FD)

Qp = 29, tj. stavy A% jsou podmnoziny Q,
pocatedni stav {qo} je mnozina obsahujici pouze plvodni podatedni stav qo,

koncové stavy z Fip = {S C Q| SN F # 0} jsou podmnoziny @, které obsahujf
alespon jeden plivodni koncovy stav,

dp: 29 x ¥ — 29 je determinisitcka prechodova funkce definovana jako:

k
6D({Q17 cee 7Qk}7a) - U 5N(qi7a)

i=1

m pri konstrukci A%t stali vypocitat jen podmnoZinu jeho dosazitelnych stavii
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Priklad: NFA rozpoznavajici pripony souborii

Priklad
NFA Agpe = (@, {.,a,...,2},06,1,{.pdf, .png, .gz}), ktery rozpoznava jazyk p¥ipon
souborili Ls¢, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz}.

— (D
:
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Priklad: podmnozinova konstrukce

Ptiklad
DFA Agljefx = (@p,{-,a,...,2},0p, {1}, Fp}) s jazykem L(Ags,) = L(Agljefx).

{1, ._pdf, ._png, ._gz}
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Ekvivalence NFA a DFA (=)

Véta
Ke kazdému NFA A existuje DFA A% takovy, e L(A) = L(A%),

Diikaz

Necht A%t = (Qp,¥%,dp, {qo}, Fp) je DFA ziskany pomoci podmnoZinové konstrukce z
A= (sza(sN:qmF)'

Indukci pres délku slova w € ¥* ukdzeme, ze:

dp({ao}, w) = dn(qo, )

dp interpretuje podmnoziny @ jako stavy A%t proto je tato rovnost korektné definovana.
Zakladni krok: necht |w| = 0, a tedy musi platit w = e.

m Dle roziitené prechodové funkce pro DFA 6p({qo},€) = {qo},

m dle roziitené prechodové funkce pro NFA dn(qo,€) = {qo},

m dohromady dostavame 6p({qo},¢) = dn(qo, ).
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Ekvivalence NFA a DFA (=)

Dikaz — pokracovani

Indukéni krok: predpokladejme, Ze rovnost plati pro slova délky n, a necht |w| =n + 1.
m Retézec w si rozd&lime na w = za, kde a je posledni znak w, tj. |z| = n,

m z indukéniho predpokladu plyne SD({qo},x) = SN(qg,x) = R, kde R C Q,

m z definice rozsirené prechodové funkce pro NFA plati:

SN(qo,w) = SN(gN(qo,w),a) = 3N(R, a) = U on(r,a)

m z definice podmnozinové konstrukce plati:

Sp({ao}, w) = 3p(5p (g0, 2),a) = Ip(R,a) = | J dn(r,a)
reR

m dohromady tedy dostavame dp({qo},w) = dn(qo, w).

Vzhledem k tomu, 7e A i A% pfijmou w pravé tehdy, kdyZz mnoZiny SD({qo},w) a
o~ (qo,w) obsahuji alespoi jeden koncovy stav, pak plati L(A) = L(A%?). O
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Ekvivalence NFA a DFA (<)

Intuice: V DFA stadi “pretypovat” vystup prechodové funkce, abychom ziskali NFA.

Véta
Ke kazdému DFA A existuje NFA A’ takovy, Zze L(A) = L(A").

Diikaz

K DFA A = (Q, X, 6, qv, F) sestrojime NFA A" = (Q, %, ¢, qo, F) tak, Ze:

m v ¢ definujeme 0'(q,a) = {p} pro kazdy pfechod d(q,a) = p, ktery je v 4.

Evidentné plati L(A) = L(4’). O

o

m na DFA lze pohlizet jako na specialni pfipad NFA, kde pro kazdou dvojici stavu ¢ € @
a symbolu a € ¥ plati [0(q,a)| =1

m Disledek: DFA a NFA rozpozndavaji stejné (regularni) jazyky
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Mezni pripad

Véta
Pro kazdé n € N existuje NFA s n stavy takovy, ze ekvivalentni DFA sestrojeny pomoci
podmnozinové konstrukce ma 2" dosazitelnych stavi.

Idea diikazu
Pro zadané n sestrojime NFA A,, = ({1,...,n},{a,b,c},d,qo, ), ktery ma po
determinizaci 2" dosazitelnych stavi:

a,b c @ @
a,b a,b a,b

m A, nemd koncové stavy, proto lIze lehce najit mensi automat se stejnym jazykem
m prirozena otazka: existuje zplsob jak vypocitat nejmensi deterministicky automat?

m tento problém vyfeSime pozdéji pomoci minimalizace automatu
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