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Redukce DFA
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Opakovani

m Rozklad mnoZiny X je mnozina II C 2% kde:
kazda A € II je neprazna,
pro kazdé dvé A, B € II: pokud A # B, pak AN B = 0,
Usen 4 = X.

m Relace ~C X x X je ekvivalence, pokud je reflexivni, symetrickad a tranzitivni.

m Pro ekvivalenci ~ na X definujeme:

m pro kazdé x € X tfidu rozkladu [z] = {y € X | z ~ y}, kterd obsahuje z,
m rozklad X indukovany ~ jako systém II.. = {[z] | z € X},
m II. se obvykle oznacuje X/~ a nazyva se faktorovd mnozina mnoziny X podle ~.
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Zprava invariatni ekvivalence

Intuice: pomoci relace ekvivalence chceme charakterizovat stavy DFA, které se chovaji
podobné a jsou tedy kandidati na zredukovani.
Definice

Méjme DFA A = (Q, %, 0, qo, F), pak relace ekvivalence © C @ x @ je zprava invariantni
vzhledem k §, pokud plati, Ze (p,q) € ©, pak (§(p,a),d(q,a)) € O pro viechny a € X.

m dvojice stavil z (p, q) € © se chovaji podobné vzhledem k ¢:
m stavy p a ¢ patfi do stejné t¥idy rozkladu, tj. [p] = [¢]
m pro kazdy symbol a € ¥ méme §(p,a) =1 a §(¢,a) = s, kde (r,s) € ©
m proto stavy r a s jsou ve stejné t¥idé, tj. [r] = [s]

Priklad
Dva mezni pfipady zprava invariantni ekvivalence (pro libovolny DFA A):

relace identity © = {(q,q) | ¢ € Q},
Gplna relace © = Q x Q.
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Faktorizace DFA

Intuice: vytvorime automat podle zadané ekvivalence O, tak Ze slou¢ime ekvivalentni
stavy do jednoho (stav, ktery vznikne timto slou¢enim, odpovida tfidé rozkladu ©).

Definice

Méjme DFA A = (Q, X, 4, qo, F') a © je zprava invariantni ekvivalence na @ vzhledem k 4.
Definujeme faktorovy automat jako DFA A/© = (Q/©,%,¢, [qo], F'), kde:

m (/O je faktorovd mnozina mnoziny ) podle © (stavy jsou tfidy rozkladu),

m abeceda X zlistava stejna,

md:Q/O x X — Q/O je prechodovd funkce dana jako §'([q], a) = [0(q,a)],

m pocatedni stav [qo] odpovida tFidé rozkladu obsahujici stav g,

m F' ={[qs] | g5 € F} je mnozina t¥id rozkladu, které obsahuji koncové stavy.

m obecné neplati rovnost L(A) = L(A/O)

m pii redukci/minimalizaci se snazime najit co nejvétsi ©, tak aby tato rovnost platila
m prava invariance © je prilis obecnd, musime vyZadovat silnéjsi vlastnost, aby rovnost platila
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Korektnost A/O

Véta
Méjme DFA A = (Q, X, 6, qo, F') a jeho faktorovy DFA A/© = (Q/©,%, ¥, [qo], F') podle
©, pak prechodova funkce ¢§’'([¢], a) = [d(q, a)] je korektné definovana:
pokud [p] = [q], pak plati [0(p,a)] = [d(q,a)] pro vSechna a € ¥,
(lq), w) = [0(g, w)].

pro viechny w € ¥* plati §

Dikaz

V bodu Ml musime ukazat, ze nezalezi na vybéru prvku z rozkladu dle ©:

m méjme [p] = [¢] (a tedy plati (p,q) € O) a libovolné a € %,

m potom (d(p,a),d(q,a)) € © (dle definice), a tedy plati [6(p,a)] = [0(q,a)].
Bod A dokazeme indukci pres délku slova w € >*:

m pokud w = ¢ pak: &([q],¢) = [¢] = [0(g, )],

m predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro 2 € X*, tj. 6'([q],

)l ) z) = [0(q, )], a dokazeme jej
pro w = za, kde a € X: §'([q], za) = §'([0(q, x)],a) = [0

(8(q.2), )] = [8(q,70)]. O
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Priklad: faktorizace DFA

Priklad
DFA A = ({1,2,3},{a,b},0,1,1) s jazykem L(A) = L((a 4+ b)*a + ¢):
a,b, c
Méjme relaci © = {(1,1), ,(3,3)} s rozkladem {{1,2},{3}}, pak:

m A/6 = ({{1,2},{3}}, {a b} 5’ {1 2} {{1 2}}) je faktorovy automat podle O,
m plati L(A) C L(A/O), protoze L(A/O) = {a,b}* (evidentné L(A) # L(A/O)).
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Nerozlisitelnost stavu

Intuice: dva stavy DFA jsou nerozliSiteIné, pokud se chovaji stejné pro vSechny fetézce, tj.

jsou nerozlisitelné vzhledem k dosazitelnosti koncovych stavii pod libovolnym fetézcem.

Definice
Méjme DFA A = (Q, X, 9, qo, F'), pak jeho stavy p, q € Q jsou nerozliSitelné v A
(znadime p ~4 ¢q), pokud pro vSechny fetézce w € X* plati:

o(p,w) € F < d(q,w) € F.

pokud bude A jasné z kontextu, budeme psat jen ~ namisto ~ 4
pro jednoduchost predpokladame, ze A neméa nedosazitelné stavy

DFA A je redukovany, pokud ~4 je relace identity

DFA A s jazykem L(A) = L je minimalni DFA pro jazyk L, pokud ma nejmensi
mozny pocet stavi ze vSech DFA, které rozpoznavaji jazyk L
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Priklad: nerozlisitelnost stavu

P¥iklad
Mé&jme DFA A = ({1,...,7},{a,b},4,1,{3,4,7}).

S
Q
S|

Na prvni pohled nerozlisitelné stavy:

m 4 ~,4 7, protoze pro libovolné w € ¥* plati, ze §(4,w) € F a zaroven 6(7,w) € F,
m 3 ~4 4 analogicky jako v predchozim pripadg,

m 3 >~/ 7 plyne z tranzitivity relace ~ 4.

U dalSich dvojic uz to nemusi byt tak jednoduché vidét (napfiklad 1 ~4 5 a 2 ~4 6),
proto potrebujeme néjaky algoritmus, ktery umi vypocitat relaci ~4.
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Priklad: faktorovy automat A/~

Priklad
Méjme DFA A = (Q,%,4,1,{3,4,7}), kde @ = {1,...,7} a ¥ = {a, b}.
(D))t a,b
b a a a,b
b a

Relace ~4 ma rozklad {{1,5},{2,6},{3,4,7}}:

m tento rozklad je faktorizace @ podle ~4, tj. Q/~= {{1,5},{2,6},{3,4,7}},

m nyni mizeme zkonstruovat A/ ~= (Q/~,%,¢,{1,5},{{3,4,7}}),

m kde ¢’ vypolitame nasledovné: ¢'({1,2},a) = §'([1],a) = [6(1,a)] = [2] = {2,6}.
b i a,b

@D @D D

10/ 24



Korektnost ~ 4
Véta

Pro libovolné DFA A = (Q, %, 0, qo, F') je relace ~ 4 je zprava invariantni ekvivalence.

Diikaz
Reflexivita, symetrie a tranzitivita >~ 4 je evidentni.

Musime ukazat pravou invarianci. Méjme p ~ ¢ pro néjaké p,q € ) a musime ukazat, ze
d(p,a) ~ d(q,a) pro vdechna a € 3:
m Z definice ~ plati §(p,w) € F' <= d(q,w) € F pro vSechny fetézce w = ax € ¥*,

5(6(p,a),z) € F <= 8(5(g,a),z) € F
m necht p’ = d(p,a) a ¢ = (q,a), pak plati p’ ~ ¢/, protoze dle pfechoziho:

S(pl,x) e F < 6(¢,z) e F

pro viechna z € ¥*, a tedy p' = d(p,a) ~ d(q,a) =¢'. O
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Zakladni vlastnosti ~ 4
Motivace: charakterizujeme vztah koncovych stavii A a A/~= (Q/~,%,d, [qo], F').

Lemma 1
Pokud p ~ ¢, pak p je koncovy stav pravé tehdy, kdyZz ¢ je koncovy stav.

Dikaz
Necht p € F a p ~ q, pak §(p,e) € F atedy i d(q,e) € F. Z toho dostaneme g € F. [

Lemma 2
Pro stav [p] z A/~ plati, ze [p] je koncovy stav pravé tehdy, kdyz p je koncovy stav v A.

Dikaz
Implikace (,,<") plati pfimo z definice koncovych stavii A/~.

Implikace (,="): pokud je [p] je koncovy stav A/~, pak existuje q € [p] takovy, ze ¢ € F
je koncovy v A. Diky Lemma 1 a p ~4 ¢ dostaneme, ze p € F' je koncovy v A. O

12/24



Ekivalence A a A/~

Véta

Méjme DFA A = (Q, %, 9, qo, F') a jeho faktorizaci A/ ~= (Q/~, 3,0, [qo], F'), pak plati:
A/~ je redukovany,

L(A) = L(A/~),

pokud A nema nedosazitelné stavy, pak je nema ani A/~.

Dikaz (&ast 1/2)

V bodu Fl musime ukéazat, Zze A/~ neobsahuje dva riizné nerozlisitelné stavy:
méjme libovolné dva stavy [p| a [¢], které jsou nerozliSitelné v A/ ~,
z definice nerozliSitelnosti ¢'([p], w) € F' <= ¢'([q], w) € F’ pro viechny w € ¥*,
proto [0(p,w)] € F' pravé tehdy, kdyz [6(q,w)] € F' pro vSechny w € 3*,

]
]
]
m diky Lemma 2 je libovolny [r] koncovy v A/~ pravé tehdy, kdyz r je koncovy v A,
m z toho plyne §(p,w) € F <= d(q,w) € F, a tedy p a q jsou nerozlisitelné i v A,
]

z konstrukce A/~ dostavame, ze [p] = [qg] je jeden stav, a proto je A/~ redukovany.
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Dilkaz (¢ast 2/2)

Bod A z definice, w € L(A/~) pravé tehdy, kdyz & ([qo], w) € F’, coz je ekvivalentni s

tim, ze [0(go, w)] € F’ a diky Lemma 2 dostaneme §(qo, w) € F'. Proto plati
weL(A) < weL(4/~),

atedy L(A) = L(A/~).

V bodu B A ma jen dosazitelné stavy, proto pro libovolny stav [¢] € @)/~ existuje takové
w € X*, ze §(qo, w) = q. Proto [g] = [0(qo, w)] = §'([qo], w), a tedy [q] je dosazitelny. []

m zbyva vyresit tyto otazky:
m je redukovany A/~ zarover minimalni?
m jak pro dany DFA vypoditat relaci ~ a A/ ~7?
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Isomorfismus DFA

Intuice: dva automaty jsou isomorfni, pokud jsou totozné, az na pojmenovani stavi.

Definice

Méjme dva DFA A1 = (Ql, 2,51,(]0,1, Fl) d A2 = (QQ, E, 52, 40,2, Fg), pak zobrazenf
h: Q1 — Q2 je isomorfismus z A1 do As pokud plati:

h je bijektivni zobrazeni,

h(go,1) = qo2 (pocatedni stav A; se zobrazi pocateéni stav Aj),
q € Fy pravé kdyz h(q) € F3,

h(61(q,a)) = 62(h(q),a) plati pro véechny ¢ € Q1 a a € .

m pokud existuje isomorfismus mezi A; a Ag, pak L(A;) = L(A3)
m implikaci na predchozim Fadku Ize obratit za pfedpokladu minimality A; a As:
m pokud jsou A; a A miniméalni (a tedy nemaji nedosazitelné stavy) a rozpondvaji stejny
jazyk, pak jsou isomorfni (existuje mezi nimi isomorfismus)
m dasledek: ke kazdému DFA existuje pouze jeden minimalni DFA (az na isomorfismus)
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Minimalita A/~

Intuice: redukovany DFA je pro dany jazyk unikatni minimalni DFA aZ na isomorfismus.
Véta

Necht L je regularni, pak plati:

libovolné dva redukované DFA rozponavajici jazyk L jsou isomorfni,

libovolny redukovany DFA A s jazykem L(A) = L je miniméalni DFA pro jazyk L,

libovolné dva minimalni DFA rozponavajici jazyk L jsou isomorfni.

Dikaz

Stadi vzit predpis h jako h(q) = 32(q072, w), kde ¢ = 31(qo,1, w) pro libovolné w € ¥*.
Spravné bychom méli ukazat, ze h splnuje vsechny podminky kladené na isomorfismy.

Necht A je redukovany DFA pro jazyk L a B je minimalni DFA pro jazyk L (a je tedy i

redukovany). Z H ale dostdvame, ze oba automaty jsou isomorfni a tedy A ma stejny
pocet stavill jako B.

Disledek Fl a B a faktu, ze redukovany automat nema nedosazitelné stavy. [
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Minimalizace DFA
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Algoritmus pro minimalizaci DFA

Vstup: DFA A = (Q, %, 4, qo, F)
Vystup: minimaini DFA A/~= (Q/~,%, ¢, [qo], F")
Inicializace: vytvor tabulku pro relaci ~ C Q) x ) na mnoziné stavli A
m oznal dvojice na diagonale pomoci v’ (z reflexifity plyne, Ze dvojice (g, q) € ~)
m ozna¢ dvojice pod digonalou pomoci * (diky symetrii ~ stadi vypocitat jen dvojice nad
diagonélou)
m ozna¢ dvojici (p, q) pomoci X, pokud jen jeden stav z této dvojice je koncovy

Pribézny krok: proved néasledujici pro kazdou neoznacenou dvojici (p, q) v tabulce ~

m pokud dvojice (0(p,a),d(q,a)) nebo (6(q,a),d(p,a)) je pro néjaké a € X oznalend X,
pak oznaé X i dvojici (p, q)

Opakuj krok B tak dlouho, dokud jsme schopni oznacit néjakou dalsi dvojici.
VsSechny neoznacené dvojice oznac v/, pricemz vysledna tabulka odpovida ~.

Jako vysledek vratime A/ ~.

18/24



Korektnost algoritmu

Véta
Algoritmus pro minimalizaci DFA je korektni.

Diikaz

Diikaz vedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje dvojice stavii p a ¢, takovych Ze:

® p a g jsou rozliSitelné, tedy pravé jeden stav z d(p,w) a (g, w) je koncovy pro néjaky
fetézec w € ¥*, a algoritmus tuto dvojici neoznaci pomoci X.

Kazdy takovy par (p,q) nazveme spatny par a uvazujme, ze vybereme ten par s

nejkrats$im rozliSujicim rfetézcem w = wy ..., w,. Pro néj platf:

m w nemize byt €, protoze by dvojice byla rozliena uz pfi inicializaci (pfipad kdy pravé
jeden z p a ¢ je koncovy),

m uvazujme stavy r = 0(p,w1) a s = d(q, wy), které musi byt rozliSitelné fetézcem
wy . .. wy (jinak bychom dostali spor s tim, Ze (p, ) je par s nejkrat$im rozliSujicim
fetézcem), a proto (r, s) nemiize byt Spatny par a musel byt oznaden X.

m dostdvame spor, protoze algoritmus musel objevit i par (p,q) hned v dalsi iteraci. [
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Priklad: minimalizace DFA
Priklad (&ast 1/5)
Zredukujeme automat A = ({1,...,7},{a,b},0,1,{3,4,7}).

b
—(1)—2-(2
b a a
b a
~ 1 2 3 4 ) 6 7
Inicializace: 1 v
m vytvorime tabulku pro relaci ~, *x | v
m oznadime dvojice na diagonéle 3 x| x|V
pomoci v/, 4x x | % | x| v
m oznadime dvojice pod 5 ol IR o M
digonélou pomoci *. 6 ol I I B B I
Tx * * * * * | v
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Ptiklad (¢ast 2/5)

— (D))"
b a a
b a
= 1 2 3 4 ) 6 7
Inicializace: 1 v X | x X
m oznac¢ kazdou dvojici (p, q) 2 x* | vV | X | X X
pomoci X, pokud jen jeden 3% x* | = | V X | X
stav z této dvojice je koncovy, 4x * | x| x| V| X | X
m napriklad (1,4), protoZe plati 5 * | x| x| x|V X
1€ @\ F azaroven 4 € F. 6 * | x| x| x| x| VKX
Tx * | x| x| x| x| x|V
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Priabézny krok: pro kazdou neoznadenou dvojici (p, q) vypoéitame (§(p,a),d(q,a)) pro

Piklad (4st 3/5)

vsec
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{1,6) = X
(2,6) =7
3,4y =7

(2,5) = X
(5,6) = X

V| X | XX X | X
V| X | X | X X
v | X | X
Tx

3%
4x
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Ptiklad (&ast 4/5)

Opakujeme priubézny krok: uz se ndm nepodafi rozlisit dalsi dvojici, proto vSechny
dosud neoznacené dvojice ozna¢ime v (jsou nerozlisitelné).

Poznamka: dvojice (1,5), (2,6) a (4,7) nemusime pocitat znovu, protoze pro viechny
znaky ze ¥ jsou vysledné dvojice uz v predchozim kroku oznacené v' (a nezméni se).

~ 1 2[3[4[5]6]7

=1 VIixTxTxlvix]x a b
2 | vIXxTxx]|v]x (1,5) =7 || (2,2)/ | (5,5),
3% | x| x| V|V [ X[ x|V (2,6)="7 | (6:6),|(3,3),
4 x| k| x| VXX |V 349)=7] &9, | (1,4
5 x|k | x| x| V| XX BN="7] &9, | (1,4
6 x | x| x| x| x|V | X (4N="7] 449, 44,
Tx * | x| x| x| x| x|V
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Priklad (st 5/5)

S
Q
Q

Vratime vysledek: z relace ~ dostavame rozklad Q/~= {{1,5},{2,6},{3,4,7}}
mnoziny (), ze kterého zkonstruujeme minimalni automat A/ ~:

b a a,b

@D @D D
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