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Uzavérové vlastnosti regularnich jazykii
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Homomorfismus

Intuice: kazdy symbol jedné abecedy prepiSeme na néjaky retézec nad druhou abecedou.

Definice

Homomorfismus na abecedé ¥, je funkce h: ¥ — X3, kterd prirazuje kazdému symbolu
ze Y1 fetézec nad abecedou Xs.

m definici homomorfismu zobecnime i pro fetézce a jazyky:
m pro fetézec w = wy ... wy, € X7 je h(w) = h(wy) ... h(w,) Fetézec nad Xy

m pro jazyk L C Xf je h(L) ={y € &5 | « € L A h(xz) = y} jazyk nad %o
Priklad
Mé&jme abecedy 31 = {a,b,c} a ¥3 = {0,1} a homomorfismus h: ¥; — 35, kde
h(a) =00, h(b) =1 a h(c) = 0, pak:
m h(abc) = h(a) - h(b) - h(c) =00-1-0 = 0010,
m pro L = {a"b" | n € No} dostaneme h(L) = {0?"1" | n € Np}.
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Uzavirenost na homomorfimus

Véta

Necht L C X7 je regularni jazyk a h: ¥; — X5 je homomorfismus, pak jazyk h(L) C X%
je také regularni.

Dikaz
Jazyk L je regulérni, proto existuje néjaky DFA A = (Q, X1, 9, qo, F') takovy, ze L(A)=L.

Zkonstruujeme takovy e-NFA A"’ = (Q U Q', 39, ¢, qo, F), 2e L(A") = h(L):

m pro kazdy prechod §(q,a) = p, kde h(a) = ¢, definujeme §'(q,e) =p v A/,

m pro kazdy prechod §(q,a) = p, kde h(a) = b € X5, definujeme §'(¢,b) =p v A,
m pro kazdy prechod d(q,a) = p, kde h(a) = by ...b, € X3, definujeme v A"

m nové stavy pi,...,p,_1, které priddme do Q’,
m prechody 0’(q,b1) = p1, ¢'(p1,b2) = pa, ..., a nakonec &' (pp—_1,b,) = p.

O - O --"1%@
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Inverzni homomorfismus

Intuice: obraz inverzniho homomorfismu h~! pro Yetézec y je mnozina takovych Fetézci,

které h zobrazi na y.

Definice

Pro homomorfismus h: ¥ — 3% definujeme inverzni homomorfismus A~!: ¥} — 2%
definujeme jako h_l(y) ={z € 3] | h(z) = y}.

m definici opét zobecnime i pro jazyky:
m pro jazyk L C X5 je h™Y(L) = {z € ¥ | h(z) € L} jazyk nad %

Priklad

Mé&jme abecedy 31 = {a,b,c} a X3 = {0,1} a homomorfismus h: ¥; — 35, kde
h(a) =00, h(b) =1 a h(c) = 0, pak:

m 2=1(0010) = L((a + cc)be) = {abe, ccbe},

m pro L = L(0*) dostaneme h~'(L) = L((a + ¢)*).
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Uzavrenost na inverzni homomorfimus
Intuice: DFA rozpoznavajici h~1(L) vznikne prepojenim prechodti podle h.
Véta

Necht L C 33 je reguldrni jazyk a h: ¥; — 33 je homomorfismus, pak jazyk
h=Y(L) C % je také regularni.

Dikaz
Jazyk L je regulérni, proto existuje néjaky DFA A = (Q, X9, 9, qo, F') takovy, ze L(A) = L.

Zkonstruujeme takovy DFA A’ = (Q, %1, 6, qo, F), ze L(A") = h=(L):
m zde stadi spravné definovat & pro kazdy stav ¢ a symbol a jako &(q,a) = d(q, h(a)).
Nap¥iklad pro h(a) = bibs a 6(p, biby) = r definujeme &' (p, a) = r:

DEDE® - G @ 0
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Reverzni jazyk

Véta
Necht L je regularni jazyk, pak L je také regularni jazyk.

Diikaz
Jazyk L je regularni, proto existuje néjaky DFA A = (Q, %, 0, qo, F') takovy, ze L(A) =L.

Zkonstruujeme e-NFA AT = (Q U {¢}}, %, 67, ¢}, {qo}) takovy, ze L(A') =

m plati, ze L% = {w! | §(qo,w) € F},

m nejprve definujeme NFA A’ = (Q, %, 0%, F, {go}) s mnoZinou pocate¢nich stavii F,
m obratime viechny prechody z 6, tj. definujeme p € 6%(q,a) pokud 6(p,a) = q,

m z A’ dostaneme A zredukovanim poc&atenich stavii na jeden novy pocatedni stav iy
napfiklad pomoci e-prechodil z ¢f, do vSech stavii v F. O
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Jazyk prefixii a sufixi

Véta
Necht L je regularni jazyk, pak Lsr, = {2 | x € Sfx(y) ANy € L} je také reguldrni jazyk.

Dikaz
Jazyk L je regularni, proto existuje néjaky DFA A = (Q, X, 0, qo, F) takovy, ze L(A) = L.

Zkonstruujeme takovy e-NFA A" = (Q U {¢(}, 2,8, q, F), ze L(A") = Sfxz(L):

predpokladejme, Ze A nema nedosazitelné stavy (jinak je odstranime),
pak plati, ze Sfz(L) = {w | §(q,w) € F, kde ¢ je libovolny stav Q},
nejprve definujeme NFA (Q, 3,4, Q, F') s mnoZinou pocatecnich stavi Q,

v tomto automatu redukujeme poéateéni stavy na jeden novy pocatedni stav g,
napriklad pomoci e-pfechodii z ¢f, do vech stavi v Q. []

uzavrenost na prefixy Ize dokazat diky vztahu Pfx(L) = (Sfz(L?))"
podobné Ize ukazat i uzavrenost na infixy

8/22



Souhrn vlastnosti regularnich jazyki

Uzavérové vlastnosti

m klasické mnozinové operace: sjednoceni, prinik, rozdil a doplnék
m operace regularnich vyrazl: zretézeni a Kleeneho uzavér

m zobrazeni pomoci homoromfismu a inverzniho homoromfismu

m reverzni jazyk

m jazyk prefixd, sufixd a infixd

Rozhodnutelné vlastnosti

® neprazdnost jazyka
m rovnost a inkluze reguldrnich jazyki

m minimalita DFA
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Neregularni jazyky a operace
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Neregularni jazyky

m uZ jsme si ukazali pfiklady neregulérnich jazyki (ale zatim bez dikazu):
m {a"b" | n € No},
m {a? | p je prvocislo},
m a tak déle. ..
m nejprve formalné dokazeme, ze {a"b™ | n € Ny} neni regularni
m to ndm pomdize odhalit vlastnosti, pro které regularni jazyky nejsou uzaviené

m predstavime si postup, jak odhalit bézné neregularni jazyky
B protoze mit specialni ditkaz pro kazdy neregularni jazyk je nepraktické
® vyuZijeme toho, Ze regularni jazyky jsou rozpoznavany automaty, a tedy maji v sobé
ukrytou néjakou strukturu
m tohoto pozorovani vyuzijeme pozdéji k formulaci pumping lemma
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Neregularni jazyk a"b"

Véta
Jazyk L = {a™b" | n € Ny} neni regularni.

Dikaz
Diikaz vedeme sporem. Necht je L regulérni, pak existuje DFA A = (Q, %, 9, qo, F'), ktery
jej rozpoznava, tj. L(A) = L.
m M&me stavy ¢; a f; takové, Ze §(qo,a’) = q; a zarovef §(q;,b") = fi € F, pro n&jaké
i € Ny (to ze existuji vyplyva z a'd’ € L)

m necht j € N takové, Ze j # i, pak existuji i stavy 6(qo,a’) = gj a 6(gj,b7) = f; € F,
B nejprve uvazme, Ze ¢; a g; jsou jeden a tentyZ stav, tj. ¢; = g, pak plati:
3(q0, V) = 8(q;,07) = f; = 6(qo, a'b’) = 8(q;, %)
z &ehoz by vyplyvalo a’b’ € L(A), coz je v rozporu s predpokladem L(A) = L,
m proto pro libovolné riizné i a j plati: §(qo,a’) = ¢; # q; = 5(qo,a’),
m potom by A musel mit nekone¢né mnoho stavi, coZ je v rozporu s definici DFA. Ol
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Nekonecné sjednoceni jazykii

Intuice: sjednoceni konecného poctu regularnich jazyki Ize rozpoznat pomoci soucinového
automatu. Ten by ale pro nekonecny pocet sjednoceni musel mit nekonecny pocet stavi.

Véta
Trida regularnich jazyk( neni uzaviena na sjednoceni nekonecného poctu regularnich
jazykd.

Diikaz

Sjednocenim nekonecného poctu regularnich jazyki sestrojime neregularni jazyk L:
ce . .
L={a"}u{a'b} U {a®p*}U... = U{albz} ={a"b" | n € No}
i=0

kde kazdy podjazyk {a’b’} je regularni (obsahuje jen jedno slovo, a proto je kone¢ny), ale
jejich sjednocenim dostaneme jazyk L = {a"b" | n € Ny}, ktery neni regularni. O

o
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Nekonecny prinik jazyki

Véta

Ttida regularnich jazyk( neni uzaviena na priinik nekone¢ného poctu regularnich jazykd.

Dikaz
Priinikem nekonecného poctu regularnich jazykl sestrojime neregularni jazyk L:
o
L={a%}n{albl}n...= ﬂ {a’b*} = {a™b" | n € No} = X%\ {a"b" | n € No}
i=0

kde kazdy podjazyk {a'b'} je regularni a tedy i jeho dopln&k {a’bi} je regularni, ale:

m jejich prinikem dostaneme jazyk L = {a™b" | n € Ny}, ktery regulérni neni,

m co? vyplyvé z toho, Ze neni regularni jeho doplnék L = {a"b" | n € Ny}.

m déle |ze ukazat, Ze regularni jazyky nejsou uzaviené na podmozinovost
m napriklad {a"b" | n € No} C L(a*b*)
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Pumping lemma
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Pumping lemma (PL)

Intuice: kazdé dostatecné dlouhé slovo reguldrniho jazyka obsahuje néjaky vzor, ktery lze
z tohoto slova odstranit, nebo jej mizeme na daném misté libovolné opakovat, a porad
dostaneme slovo téhoz jazyka.

Lemma

Necht L je regularni jazyk, pak existuje konstanta n € N takova, ze kazdy retézec w € L
délky alesponi n (tj. |w| > n) lze rozdélit na t¥i ¢asti w = xyz, které splnuji:

ly| >0,

|lzy| < n,

xy'z € L pro viechna i > 0.

m pokud je jazyk L konelny (a tedy i regularni), pak lemma plati trividlné
m konstantu n zvolime vétsi nez je délka nejdelsiho fetézce v L
m tvrzeni je tvaru implikace: pokud je L regularni pak musi néco splhovat. ..
m pokud jazyk neni regularni, pak z pro néj z lemma nic konkrétniho nevyplyva
m existuje nereguldrni jazyk, ktery splnuje vsechny podminky z lemma
m kontrapozici dostaneme: pokud L nespliiuje podminky z PL, pak L neni regularni
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Dikaz PL

Dilkaz (¢ast 1/2)

Jazyk L je regularni, proto existuje néjaky DFA A = (Q, %, 0, qo, F') takovy, ze L(A) = L.
m Zvolime konstantu n = |@Q| jako pocet stavi A,

m pro kazdé w = w; ... wy, € L takové, Ze |w| > n najdeme rozdéleni w = xyz tak, aby
platily podminky i, @ a H z PL,

m necht (qo, w1 ... wg), (q1,wa...wg),...,{qk,€) je posloupnost konfiguraci
reprezentujici vypocet A na slové w, ktery postupné prochazi stavy qo, . . ., qx:

—~@=@=@ DO

m Vv této posloupnosti se alespon jeden stav musi vyskytovat vicekrat:

m w ma nejméné tolik znaki, kolik je stavii A a gg je navstiveny hned na zacatku vypoctu,
m pouzivame tzv. pigeonhole principle — pokud mame vice holubi nez prihradek, pak alespon
v jedné prihrddce musi byt vice jak jeden holub,
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Dikaz (&ast 2/2)

m necht v této posloupnosti q; = g, kde j </, je prvni stav, ktery navstivime podruhé:
m déle plati, Zze ¢ < n (opét z pigeonhole principle vyplyva, ze tento stav navstivime

nejpozdéji po precteni n-tého znaku w),

m nyni rozdélime w na tfi ¢asti w = zyz takto:
LT =W... U}j
B Y =Wjqy1...Wy
B2 =Wpy1... Wk

ly| > 0 plati, protoze j < ¢, a tedy z ¢; do g, provedeme alespon jeden pfechod,

|xy| < n plati, protoze |zy| = ¢ < n,

xy'z € L pro kazdé i > 0 vyplyva z rovnosti qj = qe, neboli A Cte slovo y ve smycce,
kterou Ize vynechat nebo libovolné opakovat.

Wj41 ... Wy
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Pouziti PL pfi diilkazu sporem

PL je nastroj, kterym miizeme v nékterych pripadech ukazat, Ze jazyk neni regularni:
Predpokladame, ze dany jazyk je regularni a tedy musi platit PL.

Dle PL musi pro dany jazyk existovat néjakad konstanta n € N,

m v dikazu sporem nikdy nevolime konkrétni n, jen predpokladdme jeho existenci,
m chceme ukazat, Ze L neni regularni, a v takovém pfipadé konstanta pro dany jazyk nemusi

vilbec existovat.
Zvolime vhodny tvar retézce w € L:
m w musi byt vyjaddfeno vzhledem ke konstanté n tak, aby platilo |w| > n,
m opét nikdy nevolime jeden konkrétni fetézec!
Snazime se najit spor s PL,

m ukaZzeme, Ze pro kazdé rozdéleni xyz = w nemohou byt zaroven spliieny vsechny tfi
podminky i, @ a E z PL.
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Piiklad: jazyk a"V" a PL

Véta
Jazyk L = {a™b" | n € Ny} nenf regularni.

Diikaz
Vyuzijeme PL v diikazu sporem: predpokladame, ze L je regularni a najdeme spor s PL.
m Dle PL tedy existuje konstanta, pojmenujme ji treba m € N,

m zvolime fetézec w = a"b", na kterém ukazeme spor,

m plati |w| > m, proto dle PL by mélo jit rozdélit na w = zyz,

m kazdé rozdéleni w splnujici |l a | z PL ma tento tvar:

mz=a’
my=al
mz=a" I pm

kde plati, ze £ > 0 (z H) a zaroven j + ¢ < m (z H), proto x a y obsahuji jen znaky
® po napumpovani w dle podminky EFl dostadvame spor:
m 2902 = a? (a®)%a™ I = a™ ™ & L, coz je spor (zy°z by mél pattit do L).

a,

O
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Priklad: jazyk #,(w) = #(w) a PL

Véta
Jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)} neni regularni.

Diikaz
Vyuzijeme PL v dlkazu sporem: predpokladame, ze L je regularni a najdeme spor s PL.

m Dle PL existuje konstanta m € N, a nejprve zvolime fetézec w’ = (ab)™,
m w' sice spliiuje podminku |w’| > m, ale spor na ném ukazat nejde,
m takovy Fetézec w’ Ize totiz rozdélit ndsledové:

mr=c¢

my=ab
m 2= (ab)m™ !

m pricemz jsou splnény vsechny podminky z PL, |l a B plati trivialné, a pro
dostaneme, ¥e pro kazdé i > 0 plati: (ab)’(ab)™ ! = (ab)™ 1t € L,

m nyni zvolime Fetézec w = a"b™, na kterém uz lze ukazat spor (postupujeme stejné
jako u prechoziho ptikladu — po napumpovani nebude mit 2y°z stejny pocet a a b). [
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P¥iklad: jazyk o" a PL

Véta

2 , 7 s
Jazyk L = {a™ | n € No} = {¢,a',a*, a°,a'®,a?,...} neni regularni.

Dikaz

Vyuzijeme PL v dikazu sporem: predpokladame, ze L je regularni a najdeme spor s PL.

m Dle PL existuje konstanta m € N,
zvolime Yetézec w = a™’, ktery pat do jazyka L a |w| > m,
z podminky B dostavame, ze |zy| < m, a tedy i |y| < m,
v poradi dalif fetézec délky &tverce po w je Fetézec v = a(m+1)*

]
]
]
m dale plati, ze |w| =m? a |[v| = (m + 1)2,
m po napumpovani dle Bl ma Yetézec zy%z délku |zy%z| < m? +m,
]

ry?2 nema délku &tverce, protoze |w| < zy?z < |v|, tj. m? < m? +m < m? +2m + 1

(pro m > 0), a tedy xy?z ¢ L, protoze lezi mezi dvéma po sobé& jdoucimi &tverci.

Ol
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