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Chomského normalni forma (CNF)
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Popis CNF

Intuice: kazdou CFG lIze prevést do specialniho tvaru, ktery ndm umozni snadnéji
generovat fetézce a dokazovat dalsi vysledky.

Definice

CFG G = (N,X, P, S) je v Chomského normalni formé (CNF z Chomsky normal form)
pokud vSechny pravidla jsou v jednom z téchto tvarl (kde A, B,C € N a a € X):

m A — BC (netermindl generuje dva neterminaly),

m A — a (neterminal generuje jeden terminal),

m S — ¢, kde se S nevyskytuje na pravé strané jiného pravidla.

dillezita vlastnost: kazdy derivacni strom gramatiky v CNF je binarni
kromé CNF existuji i dalsi normalni formy, napfiklad Greibachova normalni forma

m jeji pravidla jsou ve tvaru A — aA; ... A,, kde n > 0, tj. prava strana pravidel zacina
terminalem, za kterym mize nasledovat libovolny pocet neterminali
m tato forma usnadiiuje vybér dalsiho pravidla pfi generovani/ovérovani
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Popis CNF

Véta
Ke kazdé CFG G existuje CFG G’ v CNF takova, ze L(G) = L(G’).

Idea diikazu

Prevedeme G do CNF v téchto krocich:

odstranime pocatecni neterminal z pravé strany vSech pravidel,

odstranime e-pravidla,

odstranime jednoducha pravidla,

odstranime neterminaly, které nic nederivuji,

odstranime nedosazitelné symboly,

@ odstranime zbyvajici pravidla v nespravném tvaru.

Vysledkem tohoto procesu je gramatika G’ takova, ze L(G) = L(G'). ]

m zilezi na poradi jednotlivych Gprav (napf. krok Hl vytvaFi jednoduché pravidlo, proto
musi predchazet kroku H)
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Odstranéni pocatecniho neterminalu z pravé strany
Vstup: CFG G = (N, X, P, S)
Vystup: CFG G’ = (N', 3, P', S"), kde S’ neni na pravé strané jiného pravidla

Pokud se pocatecni neterminal S vyskytuje na pravé strané néjakého pravidla,
vytvofime novy netermindl S’ a ptiddme nové pravidlo S’ — S do G'.

Zvolime S’ jako novy pocate¢ni netermindl G’ = (N', X, P’ S").

Priklad
Méjme gramatiku G = ({S}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S—elal|b|aSa|bSb
ke které vytvorime G’ = ({S,S'},{a,b}, P', S") s pravidly:

S'— S
S—elalb|aSa|bSh
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Odstranéni c-pravidel

Intuice: postupné upravujeme pravidla gramatiky tak, aby e-pravidlo ,,probublalo® az do
startovniho neterminélu (kde je povolené).

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)

Vystup: CFG G’ = (N, X, P', S) bez e-pravidel

Inicializace: polozime G’ = G.

Odebereme z G’ libovolné pravidlo ve tvaru A — ¢, kde A neni polateéni netermindl.

Déle pro kazdé pravidlo B — « obsahujici A na pravé strané:

m priddme do G’ nova pravidla ve tvaru B — 3, kde f3 je Fetézec , ve kterém kazdy vyskyt A
maZe byt nahrazen ¢ (napt. pro B — xAyAz € P pridame jesté B — xyAz | zAyz | xyz),

m pokud je pravidlo ve tvaru B — A, pak pfiddme nové pravidlo B — ¢, ale jen v pfipadé, ze
jsme takové pravidlo jiz neodstranili (jinak by mohlo dojit k zacyklenf).

Kroky A a HF opakujeme, dokud neodstranime vSechna e-pravidla mimo pocatecni
neterminal (pravidlo S — ¢, kde S je pocatecni netermindl, je CNF povoleno).
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Priklad: odstranéni c-pravidel

Ptiklad (¢ast 1/2)
Méjme CFG G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S — e | AbAbA
A—a|AA|B
B — ¢

Odstranime pravidlo B — ¢ a pfiddme nové pravidlo A — ¢
® Uz neexistuje zadné pravidlo s B na levé strané, proto B bude odstranéno v jednom z
pozdéjsich kroki prevodu do CNF.

S — e | AbAbA
A—>a|AA|B(]5
B¢
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Priklad (st 2/2)

Odstranime pravidlo A — ¢ a priddme nova pravidla:

S — ¢ | AbAbA
A—a|AA|¢#

m A — A kvdli pravidlu A — AA (nahradime jeden vyksyt A za )

m S — bADA kvali pravidlu S — AbAbA (nahradime prvni vyskyt A za )

m S — AbbA kvili pravidlu S — AbAbA (nahradime druhy vyskyt A za €)
m a tak déle pro vSechny dalsi kombinace: S — AbAb | Abb | bAb | bbA | bb

Dostaneme vyslednou gramatiku G’ = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) s pravidly:

S — | AbAbA | bAbA | AbbA | AbAb | Abb | bAb | bbA | bb
A—a|AA| A
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Odstranéni jednoduchych pravidel

Intuice: pravidla ve tvaru A — B (tzv. jednoducha pravidla), kde A, B € N, nejsou v
CNF povolena (miizeme vygenerovat vzdy jen dva netermindly).

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)

Vystup: CFG G’ = (N, X, P’, S) bez jednoduchych pravidel
Inicializace: polozime G’ = G.

Odstranime libovolné pravidlo A — B z G'.

P¥iddme do G’ nova pravidla A — a1 | ... | o takové, Ze plati:
m B —ay|...|a jsou viechna pravidla s B na levé strané,
m pfidame jen pravidla, které jsme uz timto procesem neodstranili (jinak dojde k zacykleni).

Kroky B a Bl opakujeme, dokud neodstranime vSechna jednoducha pravidla.
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Priklad: odstranéni jednoduchych pravidel

Ptiklad (¢ast 1/2)

Méjme CFG G = ({S, A, B},{a, b}, P, S) s pravidly:
S—e|bb|B
A—a|AA|B
B— A

Odstranime pravidlo B — A a pfiddme do B vsechny pravidlo z A:

m B — a (kvdli pravidlu A — a)
m B — AA (kvili pravidlu A — AA)
m B — B (kvili pravidlu A — B)

S—c|bb|B
A—a|AA|B
B— Al|la|AA|B
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Ptiklad (¢ast 2/2)

Odstranime pravidlo B — B a nic nepfidame (vSechny pravidla z B uz v B jsou).
Odstranime pravidlo A — B a opét nic nepfiddme (vSechny pravidla z B uz v A jsou).
S—c|bb|B
A—a|AA| B
B—sal|AA| B

Odstranime pravidlo S — B a pfiddme do S vSechny pravidlo z B:
m pfidame S — a (kvadli pravidlu B — a) a S — AA (kvadli pravidlu B — AA)

S e|bb|B|a|AA
A—al|AA
B alAA

Takto upravend gramatika G’ je bez jednoduchych pravidel.
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Odstranéni neterminala, které nic nederivuji

Intuice: iterativné pocitdme mnoZinu netermindld N;, které derivuji fetézec skladajici se
pouze z termindld (umi ukondit svij vypocet).

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)
Vystup: CFG G’ = (N', %, P, S), kde kazdy neterminal je schopny ukondit své derivovani
Inicializace: polozime Ng =0 a G' =G.
Pribézny krok: postupné konstruujeme dalsi V; C N, dokud neplati V; = N;_1.
BN, =N,_1U{A]|A—>a€ePAac(N_1UX)"}

Necht N, je posledni vypocitand mnozina NN;:
m v G’ odstranime vechny neterminély, které nejsou v N, a pravidla, v nichZ se tyto symboly
vyskytuji, formalné N’ = NN N, a P = PN (N, x (N, UX)*).

Pozndmka: mize se stat, ze po tomto kroku je N’ = (), potom ale plati L(G) = 0.
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Priklad: odstranéni neterminalu, které nic nederivuiji

Priklad
Méjme CFG G = ({S, A, B,C},{a,b}, P,S) s pravidly:

S — bbC' | aBB
A—al|AA|B
B— A|aC
C = bC
B Ng=0
m Ny = {A} (kvdli pravidlu A — a)
m Ny ={A,B} (kvili A€ N; a pravidlu B — A)
m N3 ={S,A,B} (kvili B € Ny a pravidlu S — aBB)
m N3 = Ny = {S, A, B} (odstranime C a vSechny jeho pravidla)

V G = ({S, A, B},{a,b}, P, S) umi kazdy netermindl ukoncit své derivovani:

S — aBB A= a|AA|B B— A
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Odstranéni nedosazitelnych symboli

Intuice: iterativné pocitdme mnozinu symboll V; C ¥ U N, které |ze vygenerovat z
pocatecniho neterminalu.

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)

Vystup: CFG G’ = (N', %', P', S) bez nedosaZitelnych symboli

Inicializace: polozime V) = {S}.

Pribézny krok: postupné konstruujeme dalsi V; C ¥ U N dokud neplati V; = V;_1.
BV, =V, U{X|AcVi1ANA—aXpeEP, prongjaké Ac Naa,fe(NUXD)*}

Necht V, je posledni vypocitand mnozina V;:

m v G’ odstranime vechny terminély i netermindly, které nejsou v V, a pravidla, v nichz se
tyto symboly vyskytuji, formalné N' = NNV, ¥ =YXnNV,a PP =Pn (V. x V).
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Priklad: odstranéni nedosazitelnych symboli

Priklad
Méjme CFG G = ({S, A, B,C, D},{a,b,c}, P,S) s pravidly:

S—e|bb| BB
A—a|AA|BBB
B— AA|a
C—bC|c
D — SB|ab
Vo ={S}
Vi = {8,b, B} (kvilli S € Vy a pravidlim S — bb | BB)
Vo ={S,a,b, A, B} (kvili B € V; a pravidlim B — a | AA)
m V3=V, ={S,a,b, A, B} (odstranime ¢,C a D a vSechny jejich pravidla)
Vypoditali jsme G’ = ({S, A, B}, {a,b}, P', S) bez nedosazitelnych symboli:

S —c|bb| BB A—a|AA|BBB B— AA|a
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Odstranéni pravidel v nespravném tvaru

Intuice: porad nam jesté zbyvaji pravidla, které generuji kombinace terminali a
neterminald, nebo vice nez dva symboly.

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)

Vystup: CFG ¢’ = (N', ¥/, P', S)

Inicializace: polozime G’ = G.

Pro kazdy terminal a € ¥ vytvorime novy neterminal (a) a pravidlo (a) — a, které
priddme do G’ jen v pfipadé, Ze pfidame jiné pravidlo generujici (a).

kazdé pravidlo ve tvaru A — x;x;, kde aspon jeden z x;,z; je terminal, nahrad novym
pravidlem A — #;%;, kde Z; je (a), pokud z; = a, jinak z; (a analogicky pro Z;).

Kazdé pravidlo ve tvaru A — x1...xp, kde k >3 a z1,...,x € (N UX) jsou
terminaly nebo netermindly, nahradime novymi pravidly:

A—>i‘1<$2...$k>, (xg...:ck>—>£2<x3...:ck>, ey <:ck_1:1ck>—>fck_1i“k

kde (za...xk),..., (Tkx_12)) jsou nové netermindly a Z; je (a), pokud x; = a (tedy z;
je néjaky termindl), jinak Z; je netermindl x;.
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Priklad: Odstranéni pravidel v nespravném tvaru
P¥iklad
Méjme CFG G = ({S, A, B},{a,b}, P, S) s pravidly:

S —¢e|bB|BABA

A—a|AA| BB

B — AA|aa
vytvorime nové neterminaly (a) a (b) a pravidla (a) — a a (b) — b
upravime pravidla S — bB na S — (b)B, a dile B — aa na B — (a)(a)

upravime pravidlo S — BABA na pravidla S — B(ABA), (ABA) — A(BA) a
(BA) — BA, kde (ABA) a (BA) jsou nové neterminaly

S —¢e|(b)B| B(ABA) (a) = a

A—a|AA| BB (b) — b

B — AA| (a){a) (ABA) — A(BA)
(BA) — BA
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Algoritmus CYK
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Rozhodnutelnost nalezeni do jazyka CFG

Algoritmus CYK
m nazev pochazi z jmen autorii Cocke, Younger a Kasami, publikovan roku 1961
m rozhoduje zda fetézec w € >* lze vygenerovat bezkontextovou gramatikou G v CNF

m vyuzivd dynamického programovani pro vypoclet mnozin neterminall, které generuji
jednotlivé podretézce w

m Casovd slozitost O(n - |G|), kde n = |w|
Véta
Méjme CFG G = (N, %, P, S), pak ovéfit zda w € L(G) je rozhodnutelny problém.

Dikaz
Nejprve G prevedeme do CNF,

poté pouzijeme algoritmus CYK se vstupem G a w. Ol
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Algoritmus CYK

Intuice: vypocitame tabulku, kde kazda bunka X; ; obsahuje mnozinu neterminali, které
generuji podietézec w; ... w; fetézce w (a v burice X, tedy generuji cely Fetézec w).

Vstup: fetézec w = w; ... w, € ¥* a CFG G = (N, %, P, S) v CNF
Vystup: true pokud S =¢ w, jinak false
Inicializace: vytvor trojahelnikovou tabulku pro slovo w délky n:
m vytvor prvni fadek bunék X, ; az X, ,,
m kazdy sloupec i pak obsahuje buriky od X; ; (spodni Fadek) az po X;,, (vrchni ¥adek)
m pod spodni fadek tabulky napis$ slovo w, tak aby w; bylo pod buiikou X i, dale wy pod
bufikou X5 9, ..., a w, bylo pod buikou X, ,,

Zakladni krok: vypocet prvniho radku tabulky.
m do kazdé bunky X, ; pfiddme netermindl A, pokud v G existuje pravidlo A — w;

Pribézny krok: pocitdme fadky tabulky od spodu, postupujeme zleva do prava.

m do X, ; vlozime neterminal A pokud existuje index k a pravidlo A — BC' takové, Ze:
(t<k<j)ANBeX;p ACEXii1,; (potom A generuje podretézec w; ... w;)

Vrat true pokud S € X, (tedy S generuje cely fetézec w), jinak vrat false.
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Korektnost algoritmu CYK

Véta
Algoritmus CYK je korektni.

Idea diikazu
Zakladem algoritmu je tvar tabulky a gramatiky G = (N, X, P, S), kterd musi byt v CNF:
kazdy neterminal se prepisuje presné na dva neterminaly, nebo jeden terminal,
radek tabulky zacinajici buitkou X ; odpovida podretézciim w délky j.
Indukci ukazeme, Ze v burice X; ; jsou pouze neterminaly generujici podfetézec w; ... w;:
m Zakladni krok: uvazujme podretézce délky 1, tedy pripad ¢ = j. Neterminaly generujici
w; jsou v buice X ;, jejiz obsah ziskdme trividlné z pravidel A — w; € P.
m Pribézny krok: predpokladame platnost tvrzeni pro podretézce délky m a daéle jej
dokazeme pro podretézce délky m + 1:
m buiika X ; je na fadku m + 1, a dle algoritmu jsou vSechny radky pod nim jiz vypocitané,
m neterminal A priddme do X; ; pouze pokud existuje pravidlo A — BC' a plati B € X; 1, a
C € Xy11,; (kde bunky X; , a Xj11 ; generuji kratsi Fetézec, a proto jsou jiz vypocitané),
m potom A generuje w; ... w;, protoze B generuje w; ... wy a C generuje w41 ... w;. [
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Priklad: CYK
Priklad (4st 1/7)

Pomoci algoritmu CYK rozhodnéte zda S = baaba v gramatice G = (N, 3, P, 5).

inicializace trojdhelnikové tabulky pro slovo délky |baaba| = 5:

S — AB| BC
A— BA|a
B—CC|b
C— AB|a

1,5

1,4 2,5

1,3 2,4 3,5

1,2 2,3 3,4 4,5

1,1 2,2 3,3 4,4 5,5
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Piklad (&ast 2/7)

zakladni krok, vypocet prvniho fadku tabulky:

S — AB | BC
A— BA|a
B—CC|b
C—AB|a

Zde napriklad:

m X1 a X4 obsahuji B, protoze v G je
pravidlo B — b

| X272, X3,3 a X5,5 obsahujl' {A, C},
protoze existuji pravidla A - a a C — a

1,5

1,4 2,5

1,3 2,4 3,5

1,2 2,3 3,4 4,5

1,1 2,2 3,3 4,4 5,5
By | act | (a0 | B | (a0
b a a b a
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Piklad (&ast 3/7)

priabézny krok, vypocet druhého radku tabulky:

S — AB | BC
A— BAla
B—CC|b
C—AB|a

Zde napriklad:
m X 5 obsahuje {S, A}, protoze:
m A BAANBEXi1 AAE Xz
mS—BCANBeX 1 ANCeXyy
m Xy 3 obsahuje { B}, protoze:
] B—)CC/\CEXQ’Q /\O€X373

1,5
1,4 2,5
1,3 2,4 3,5
1,2 2,3 3,4 4,5
{S, A} {B} {s,C} {8, A}
1,1 2,2 3,3 4,4 5,5
{B} {4,C} | {A,C} {B} {A,C}
b a a b a
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Priklad (st 4/7)

pribézny krok, vypocet tretiho radku tabulky:

S — AB| BC
A— BAla
B—CC|b
C—AB|a

Zde napriklad:

m X3 = (), protoze zadny neterminal
neumi vygenerovat wjwows = baa

m Xy 4 obsahuje {B}, protoze:
BBCONCeXop NCE X3y

m X35 obsahuje { B}, protoze:
mBCCONCeX3y NCEXs55

1,5
1,4 2,5
1,3 2,4 3,5
0 {B} {B}
1,2 2,3 3,4 4,5
{8, A} {B} {s,c}t | {5 4}
1,1 2,2 3,3 1,4 55
{B} {4,¢y | {A.C} {B} {4,C}
b a a b a
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Piklad (Zast 5/7)

pribézny krok, vypocet Ctvrtého radku tabulky:

S — AB | BC
A— BAla
B—-CC|b
C— AB|a

Zde napriklad:
mXiy= (), protoze zadny neterminal
neumi vygenerovat wywowsw, = baab
m Xy 5 obsahuje {S, A, C'}, protoze:
mS— ABAAEXos ABE X35

IA—)BAAAEXQ’4/\B€X5,5
] C%AB/\AEX272/\B€X375

1,5

1,4 2,5
0 {S,A,C}

1,3 2,4 3,5
0 {B} {B}

1,2 2,3 3,4 4,5

{5, 4} {B} {5,¢} | {54}

1,1 2,2 3,3 4,4 5,5
{BY | {A4cC} | {4C | (B} | {AC}
b a a b a
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Priklad (¢ast 6/7)
pribézny krok, vypocet patého radku tabulky:

1,5
S — AB | BC {S,A,C}
A— BA|a 1,4 %0
B—CC|b 0 {5,4,C}
1,3 2,4 3,5
C— AB|a
0 {B} {B}
Zde napriklad: 1,2 2,3 3,4 4,5
m X 5 obsahuje {S, A, C'}, protoze: {8, A} {B} {S,C} | {8, A}
] S—>AB/\AEX172 /\B€X375 1,1 2,2 3,3 4,4 5,5
| | A‘)BA/\AGXLl /\B€X275 {B} {A,C} {A,C} (B} {4,C)
lC—)AB/\AGXLQ/\Béng 5 a a b a

vrat true, protoze S € X5, a tedy plati S :% baaba.

27/28



Priklad (&ast 7/7)
Derivacni strom lze vypocitat opacnym priichodem tabulky z S' v bunce X 5

S— BC ABeXi ACEXas /@\
B—bANBecXi @
C—+AB ANAc X9 NBec X35 ? /C@\
A—a N A X QP

B—)CO/\CEX374/\C€X575
C—)AB/\AEX373/\B€X4,4 g

A*)CL/\AEX&;;
B—>b/\CEX474 @

C—)CLACEX575

Derivace odpovidajici tomuto stromu:
S = BC = bC = bAB = baB = baCC = baABC = baaBC = baabC = baaba
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