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Nedeterministicky zasobnikovy automat (PDA)
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Motivacni priklad pro PDA

m pro bezkontextové jazyky chceme najit podobny vypoéetni model jako jsou DFA/NFA
pro regularni jazyky
m CYK ma sloZitost O(n® - |G|) a musi zpracovat cely vstup délky n
m chceme najit model, ktery bude Cist a ovérovat vstup znak po znaku
Priklad
Chceme vytvorit vypocetni model, ktery by rozpoznaval jazyk {ww® | w € ¥*}.
Zakladni idea:
nejprve si musime umét nékam ulozit prvni ¢ast retézce w,
poté chceme uloZeny fetézec srovnat s druhou &asti w?.
Reseni:
m pro uloZeni w potfebujeme potenciadlné nekonecnou pamét (délka w neni omezena),

m tato pamét musi fungovat na principu LIFO (aby vypocet probihal efektivné jen jednim
prichodem fetézce na vstupu),

m pro realizaci paméti pouzijeme datovou strukturu zasobnik.
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Popis PDA

Intuice: rozsitime model konecnych automati o nekone¢nou pamét v podobé datové
struktury zasobniku (dostaneme nekonené stavovy model).

Definice

Nedeterministicky zasobnikovy automat (PDA z pushdown automaton) je
reprezentovan strukturou P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F'), kde:

Q je kone¢na mnozina stavil,
> je vstupni abeceda,
I' je zasobnikova abeceda,

§ je prechodova funkce ve tvaru §: Q x (XU {e}) x T' — 2@*I" ktera stavu,
vstupnimu symbolu (nebo €) a symbolu na vrcholu zasobniku pritadi néjaky stav a
fetézec zasobnikovych symboli,

qo je pocatedni stav (plati pro néj qo € @),
@ Zy je symbol (plati Zy € T), ktery je jako jediny v zasobniku na zalatku vypoctu,
F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavi (plati F' C Q).
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Priklad: PDA

Priklad

PDA P = ({1,2,3,4},{a,b},{A, B, Zv}, 9, qo, Zo,{1,4}), ktery rozpoznava jazyk
palindromii sudé délky {ww’ | w € {a,b}*}:

a, A—AA
a, B—AB
b,A— BA b,B—e¢

a, Zo— AZo b,B— BB e, A A a,A—e

H@ b, Zo— BZ, é e, BB & iy @

Interpretace prechodu ze stavu 1 do stavu 2 s popisem a, Zy — AZjy:

m Cte ze vstupu symbol a,
m z vrcholu zdsobniku se odstrani symbol Z; (operace pop),
m poté se na zasobnik ulozi fetézec AZj (operace push).
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Konfigurace a vypocet PDA

Intuice: stav PDA popisuje kromé stavu z ) i aktualni hodnota jeho zasobniku, ktery ma
neomezenou velikost, proto ma PDA potencialné nekonec¢né mnoho moznych stavi.

Definice

Konfigurace PDA je trojice stavu, fetézce na vstupu a obsahu zasobniku
(g, w,v) € Q x X* x T'*, ktera popisuje aktudlni stav vypoétu PDA.

m vypocet zadina v pocateni konfiguraci (qo, w, Zy) s fetézcem w € ¥* na vstupu
B c] F co znadi, Zze z konfigurace ¢; je dosaZitelnad konfigurace ¢y v jednom kroku vypoctu
m pfechod mezi konfiguracemi (g, aw, zy) b (p, w, a~y) je mozny pokud:

m (p,«) € 0(q,a, z) je prechod daného PDA

m g € X U{e} je vstup precteny v tomto kroku a w € ¥* je zbytek vstupniho Yetézce

m z € I' je odebrany symbol ze zasobniku a v € I'* je zbytek obsahu zasobniku
B o € I'* je fetézec, ktery se vlozi na vrchol zasobniku

|
T
*

je relace (tranzitivni uzavér ), kterd popisuje dosazitelnost konfigurace

PDA je nedeterministicky, proto se mlze nachézet v libovolné z dosazitelnych
konfiguraci (druhy pohled na nedeterminismus, PDA umi uhadnout spravny prechod)
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Priklad: vypocet PDA

Ptiklad (¢ast 1/2) |
PDA P = ({1,2,3,4},{a,b},{A, B, Zo}, 6, qo, Zo, {1,4}) pro jazyk {ww’ | w € {a,b}*}:

a,A—AA
a,B— AB
b,A— BA b,B—e

0, Zo— AZ, b,B— BB e, A A a,A—e

H@ b, Zo— BZ, & e,B—B & e, Zo—ve @

Mozny priibéh vypoctu P pro slovo aa
m prijimajici vypoclet: (1, aa, Zy) & (2,a, AZp) - (3,a, AZy) - (3,e, Zo) F (4,¢,¢€)
m zamitajici vypocet: (1,aa, Zo) F (2,a,AZy) F (2,6, AAZy) & (3,6, AAZy) . ..

PDA musi ,,uhadnout® spravnou sekvenci prechodi, ktera vede do prijimaci konfigurace.
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Priklad: vypocet PDA

Priklad (&ast 2/2) |
PDA P = ({1,2,3,4},{a,b},{A, B, Zo}, 6, qo, Zo, {1,4}) pro jazyk {ww’ | w € {a,b}*}:

a,A—AA
a, B—AB
b,A— BA b,B—e

0, Zo— AZ, b,B— BB e, A A a,A—e

H@ b, Zo— BZ, & e, B>B é e, Zo—se @

Mozny priibéh vypoctu P pro slovo baab

m prijimajici vypoclet: (1, baab, Zp) - (2, aab, BZy) - (2,ab, ABZy) \ (3,ab, ABZy) +-
<3, b, BZ()> F <3, €, ZQ> H <4, €, 8)

m zamitajici vypocet: (1, baab, Zy) - (2, aab, BZy) - (3,aab, BZy) ¥ . ..
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Priklad: nedeterminismus PDA

(1, baab, Zy)
'
(2, aab, BZy)
— !
(3, aab, BZy) (2,ab, ABZ)
l ! I
X (3,ab,ABZs)  (2,b, AABZp)
| ! T
(3,b, BZ) (2,6, BAABZy)  (3,b, AABZ,)

! | !
(3,¢, Zy) X X

(4,¢e,¢)

|
v
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Jazyk PDA

Intuice: PDA akceptuje slovo w, pokud je z pocatecni konfigurace s w na vstupu
dosazitelna prijimaci konfigurace (ty lze definovat dvéma zpusoby).

Definice
Definujeme dva rizné jazyky pro PDA P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F):
jazyk, ktery P prijimé pomoci koncovych stavii (podobné jako u NFA):

L(P) ={w € ¥* | (g0, w, Zo) - (¢f,€, ), kde gy € FFa a € I'"}
jazyk, ktery P prijima prazdnym zasobnikem:
N(P)={w € X" | (g0, w, Zp) F* {q,¢,¢€), kde ¢ € Q}

Ptiklad
PDA P = ({1,2,3}, {a, b}, {Z0}. 5.2, Zo, {1}) s jazyky L(P) = {a} a N(P) = {b}:

@ a,Zo—>Z0 é b,ZO—>€ @
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Ekvivalence jazykia L(P) a N(P) (=)
Véta
Ke kazdému PDA P existuje PDA P’ takovy, %e L(P) = L(P') = N(P').

Dikaz

Idea: PDA P = (Q, %, 1,0, qo, Zo, F') pFijima fetézce pomoci koncovych stavil, proto jej
upravime tak, aby z kazdého piivodniho koncového stavu mohl prejit do nového koncového
stavu ¢*, kde mize vyprazdnit svilj zasobnik (poté uz ale nesmi &ist nic ze vstupu).

Zkonstruujeme PDA P' = (QU {q\, ¢*}, X, T U{X}, 0", 4}, Zo,{q*}) pFidanim prechodi:
m (g, e, Zo) = {(qo, ZoX)} z nového pocateéniho stavu ¢,

m 6(qf,e,2) = (¢%, ¢, 2) z kazdého koncového stavu gy € F' a pro kazdy z € ' U { X},
m 0(q%,e,2) = (g%, ¢,¢) pro kazdy z e TU{X}.

Novy symbol X ptiddvdme proto, aby P’ nemohl vyprazdnit zasobnik jinde nez v ¢*.

p g, 20— ZpX E,2—€ =
-® r @ @
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Ekvivalence jazyki L(P) a N(P) (<)
Véta
Ke kazdému PDA P existuje PDA P’ takovy, e N(P) = L(P') = N(P').

Diikaz

Idea: PDA P = (Q, X%, T, 0, qo, Zo, D) pFijima Fetézce prazdnym zasobnikem, proto jej
upravime tak, aby mohl zcela vyprazdnit sviij zasobnik jen v novém koncovém stavu ¢*.
Sestrojime PDA P’ = (Q U {«qy,q*}, 2, T U{X}, ¢, q), Zo, {q*}) pfidanim pfechodi:

m 4(q), €, Zo) = {(q0, ZoX)} z nového pocate¢niho stavu g,

m 0(q,e,X) = (q*,¢e,¢) z kazdého stavu q € Q,

Novy symbol X ptiddvdme proto, aby P’ nemohl vyprazdnit zasobnik jinde nez v ¢*.

€, 20— ZpX e, X—e¢
~@® @r @

)

e, X—e




Konzervativni modifikace modelu PDA

Umoznime PDA délat prechody bez odebrani vrchniho symbolu zasobniku:

m prechodova funkce je potom ve tvaru §: Q x (S U {e}) x (' U {e}) — 2@xI"

m umoznuje napriklad pfechod (p,e) € §(q, ¢, ¢), ktery lze udelat vzdy

m tento model budeme pouzivat pouze pfi navrhu PDA (pro zprehledrieni konstrukei)

Priklad
PDA P = ({1,2,3,4},{a,b},{A, B, Zy}, 0, qv, Zo,{1,4}) s rozsifenymi prechody, ktery

rozpoznava jazyk {ww? | w € {a,b}*}:

a,e— A a, A—e
b,e—B b,B—e¢

O B en

Kde napfiklad prechod d(1,¢,e) = {(2,e)} mezi stavy 1 a 2 byl v predchozim feseni
realizovan dvéma prechody 0(2,6,A) ={(3,4)} a d(2,¢,B) ={(3,B)}.
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Ekvivalence PDA a CFG
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Pfevod CFG na PDA

Intuice: PDA P v této konstrukci simuluje nejlevéjsi derivaci vstupniho fetézce v G na
svém zasobniku.

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)
Vystup: PDA P = ({¢},%, N UX,6,q,5,0) takovy, 3 L(G) = N(P)

PDA P maé pouze jeden stav, ktery je zaroven pocatecni (nemé koncové stavy),
zasobnikovéa abeceda P obsahuje vSechny terminély a netermindly z G,
pocatecni zasobnikovy symbol je pocatecni neterminal S,

do prechodové funkce § priddme prechody dvou typu:

m expanze: pro kazdé pravidlo A — « pfiddme pfechod (g, ) € §(q, ¢, A),
m srovnani: dale pro kazdy terminal a € ¥ pridame prechod (g, a,a) = {(g,¢)}.
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Priklad: prevod CFG na PDA
Piklad

Mg&jme CFG G = ({S}, {a,b,c}, P, S) generujici jazyk L = {ww® | w € {a,b,c}*}:

S —¢e|aSa|bSb|cSc

a prevedeme ji na PDA P = ({q},{a,b,c},{a,b,c,S},0,q,5,0) s N(P) = L:

20=

Vypocet P pro slovo baab: (g, baab, S) - (q, baab,bSb) - (g, aab, Sb) - (q, aab, aSab) +-

(g,ab, Sab) - (g, ab, ab) - (¢q,b,b) - (q,¢,¢€)

e,S — aSa
g, S — bSb
e, S —cSc
eS8 —e¢
a,a —>¢€
b,b— ¢
c,c—¢€
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Ekvivalence CFG a PDA (=)

Véta
Ke kazdé CFG G existuje PDA P takovy, ze L(G) = N(P).

|dea diikazu (¢ast 1/3) |
Méjme gramatiku G = (N, 3, P, S), ktera je pro jednoduchost v Greichachové normalni
formé (GNF), tj. vSechny pravidla jsou v jednom z téchto dvou tvar:

A — aA; ... Ag, kde k > 0 (netermindl vygeneruje jeden termindl a libovolny pocet
neterminald),

S — & (pouze startovni neterminal generuje ¢).
Kazdou CFG lze do tohoto tvaru prevést (ponechdme bez dikazu). Libovolna vétna forma
nejlevéjsi derivace gramatiky v GNF je ve tvaru ajas...apA1As ... Ay € SFN™.

Méjme PDA P = ({q},X,NUX,6,q,S,0), ktery byl ziskan dfive popsanou konstrukei.
Musime ukazat, Ze pro vSechny fetézce w € ¥* plati (¢, w, S) F* (¢,&,¢e) v P pravé tehdy,
kdyz v G plati S =] w.
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|dea ditkazu (&ast 2/3)
Nejprve ukdzeme L(G) C N(P). Méjme derivaci libovolného fetézce v L(G):

1S] :>?(m aias . ..ap,A1As .. Ay,
=im 1G9 . ..a,0B1 ... BLA1As .. Ay,

PDA P simuluje nejlevéjsi derivaci, proto po precteni ajas . ..a, ma na zasobniku fetézec
neterminald A;As ... A,,. Precteni dalsiho symbolu b ze vstupu P ziskdme z:

m dle derivace v G musi existovat pravidlo ve tvaru Ay — bB; ... By,

m proto dle konstrukce v P existuje pfechod (q,bB; ... By) € 6(q,¢, A1), ktery
expanduje pravou stranu daného pravidla na zdsobnik,

m poté je na vstupu i na vrcholu zasobniku terminal b, proto mizeme pouzit prechod pro
srovnani (q,¢) € 6(q, b, b),
m tim jsme rozsitili prectené symboly ze vstupu o b a zadsobnik o symboly Bj ... By.

Indukei pres pocet kroki vypoltu dostaneme, ze pokud S =* w, pak (q,w,S) F* (q,¢,¢€),
a tedy L(G) C N(P).
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|dea diikazu (¢ast 3/3)
Nyni ukdZzeme N(P) C L(G). Méme vypolet P na w = ajas...a, € N(P) dan jako:

(q,w,S) = (q,a1az2...a,,S) F* (q,¢,¢)

pak v prvnim a druhém kroku vypoctu P (dle konstrukce) musi pouzit:

m nejprve jeden z prechodd, ktery je ve tvaru expanze (q,a1 414 ... Ax) € d(q,¢e,5),
kde S — a1 A1As ... A je pravidlo G:

m po tomto kroku je na vstupu i na vrcholu zasobniku symbol a1, proto lze pouzit jediné
pravidlo srovnani (g,¢) € 0(q,a1,a1),

m a tedy plati, ze v G lze odvodit S =" a1 A; ... Ag.

Daéle by P proved| tyto prechody (q,a2B1Bs ... By,) € §(q,¢, A1) a (¢,€) € §(q, az, az),

kde Ay — a9sB1Bs ... B,, je opét pravidlo G, a tedy plati S =" a1a3B; ... B, A1 ... Ag.

Opakovanim predchozi Gvahy dostdvame S =* w, protoze obsah zdsobniku po kazdé této

dvojici prechodii odpovida vétné formé nejlevéjsi derivace w v G, a tedy N(P) C L(G). [l

m aplikovani konstrukce pro ekvivalenci L(P) = N(P) dokazuje dalsi tvrzeni:
m ke kazdé CFG G existuje PDA P takovy, ze L(G) = L(P)
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Pfevod PDA na CFG

Intuice: sestavime CFG G, kde kazdy neterminél (pX¢q) generuje pravé vsechny fetézce
w € X* takové, ze plati (p,w, X) F* (g, ,¢). Napriklad symboly {(qoZop) generuji fetézce,
pro které P prejde ze stavu gg do néjakého stavu p a pFitom odstrani vSe ze zasobniku.

Vstup: PDA P = (Q, %, 1,0, qo, Zo, F)
Vystup: CFG G = (N, X, P, S) takova, ze N(P) = L(G).

Mnozina neterminald N obsahuje:

m symbol S pro pocatecni neterminal,

m symbol (pX¢q) pro kazdou dvojici stavli p,q € @ a zasobnikovy symbol X € T.
Pravidla G jsou nasledujici:

m pro kazdy stav p € @ priddme pravidlo S — (g9 Zop),
m pro prechod (r,Y1...Yy) € 6(¢,a,X), kde & € (XU {e}) a k > 0 definujeme pravidlo:

(qXry) = a(rYir)(rYara) .. (re—1Yers)

pro vsechny kombinace stavl r1,...,r; € @ (po predteni a je P ve stavu r, pri¢emz
odebereme X ze zdsobniku. Odstranéni novych symboll Y7, ..., Y}, ze zasobniku mize
vyzadovat Cteni dalich symbold ze vstupu a prechod do néjakych stavd ry,...,rg).
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Ekvivalence CFG a PDA (<)

Véta
Ke kazdému PDA P existuje CFG G takova, ze N(P) = L(G). O

m dikaz vynechame, dokazuje se korektnost predchozi konstrukce
m tj. ze plati S = (qoZop) =" w pravé tehdy, kdyz {(qo,w, Zo) H* (p,¢,¢)

Priklad
Méjme PDA P = ({q},{(,) },{Z},0,q, Z), ktery detekuje prvni Spatné umisténou pravou
zavorku (pred kterou se nevyskytovala odpovidajici leva zavorka):

(Z =27
), Z — ¢

Ekvivalentni CFG G = ({5, (¢Z¢)},{(,) }, P, S) ziskana predchozi konstrukei:

S — (qZq)
(aZq) — (qZq){aZq) |)
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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)
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Popis DPDA

Motivace: chceme oslabit model PDA tak, aby jejich jazyky Slo efektivné parsovat, ale
aby porad rozpoznavali zajimavé jazyky.

Definice

PDA D = (Q,X%,T,0,qo, Zo, F) je deterministicky (DPDA) pravé tehdy, kdyz jsou
splnény tyto podminky:

|0(g,a,X)] <1 provsechnyge @, ac (XU{e})a X €T,

pokud d(q,a, X) # () pro néjaké a € X, pak d(q,e, X) = 0.

m PDA je deterministicky pokud plati:
m z kazdého stavu ¢ existuje nejvyse jeden prechod pro kazdou kombinaci vstupniho
symbolu a a zasobnikového symbolu X (prechodové funkce nemusi byt Gplnd)
B navic nesmi existovat volba mezi e-pfechodem a normalnim prechodem pro stejny
zasobnikovy symbol X
m DPDA a PDA nejsou ekvivalentni
m kazdy jazyk DPDA lze rozpoznat pomoci PDA
m ale existuji CFL, které nelze rozpoznat pomoci DPDA (naptiklad libovolny dédi¢né

nejednoznalny jazyk)
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Deterministické CFL

Definice
Bezkontextovy jazyk L je deterministicky (DCFL z deterministic context free language),
pokud existuje DPDA D takovy, ze L(D) = L.

m ke kazdému w € L(D) existuje unikatni sekvence konfiguraci popisujici vypoclet
m hlavni vyhoda DFCL: Ize je parsovat v linearnim Case (proto vétSina programovacich
jazyki patfi do této tfidy jazyki)
m kazdy jazyk, ktery je rozpoznan DPDA, je jednoznacny
m ale existuji i jednoznacné CFL, které nelze rozpoznat pomoci DPDA
m trida jazykli DFCL obsahuje zaroven i vsechny regularni jazyky
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Priklady: DCFL a protipriklad

Priklad |
Jazyk {ww® | w € ¥*} neni deterministicky (ale je jednoznacny), protoze PDA, ktery jej
rozpoznava, musi ,uhadnout” stfed fetézce (krok kdy zaéit srovnivat obsah zasobniku).

Priklad \
Jazyk {w#w | w € ¥*} je deterministicky, protoZe stied Fetézce je oznacen znakem #
a DPDA, ktery jej rozpoznava, ma jen jednu moznost kdy zalit srovnavat obsah zdsobniku.

a,Zo—>AZO
b,ZQ-)BZQ
a,A—AA
a,B— AB
b,A— BA 4 Zo— Zo b,B—e
b,B— BB 4 Ao A a,A—e

H& 4 BB (% e Zo—re 0,
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DCFL a RL

Véta
Pokud je L regularni jazyk, pak existuje DPDA D takovy, ze L(D) = L.

Dikaz

Jazyk L je regularni, proto existuje DFA A = (Q, X, 04, qo, F') takovy, ze L(A) = L.

Zkonstruujeme DPDA D = (Q,%,{Zy}, dp, qo, Zo, F') nasledovné:
m definujeme prechod dp(q, a, Zy) = {(p, Zo)} pokud d4(q,a) = p, kde p,q € Q,
m D v podstaté jen simuluje A, aniz by jakkoli pouZil sviij zasobnik.

Plati (qo,w, Zo) F* (p, e, Zo) pravé tehdy, kdyZ §4(qo, w) = p, a tedy L(A) = L(D).

Ol

m stejné tvrzeni neplati pro rozpoznani pomoci vyprazdnéni zasobniku

m existuji reguldrni jazyky, které DPDA nemohou rozponat pomoci zasobniku
m pro DPDA tfidy jazykli L(D) a N(D) nejsou stejné!
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Prefixova vlastnost

Intuice: fekneme, Ze jazyk L ma prefixovou vlastnost, pokud pro libovolné dva rizné
fetézce x,y € L plati, ze x neni prefixem y.

Véta
DCFL L ma prefixovou vlastnost pravé tehdy, kdyz existuje existuje DPDA D takovy, ze
plati N(D) = L. O

m pokud DCFL nema tuto prefixovou vlastnost, pak jej DPDA rozpoznaji jen pomoci
koncovych stavii

Priklad
Méjme regularni jazyk L = {a}*, ktery nema prefixovou vlastnost, proto neexistuje
DPDA D, pro ktery plati N(D) = L.

Jazyk L ale mizeme upravit na L' = L - $ tim, Ze za kazdé slovo pfiddme novy ukon&ovaci
symbol $. Novy L’ uz ma prefixovou vlastnost, protoze napfiklad aa$ neni prefixem aaa$.
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DPDA a jednoznac¢nost CFL
Véta
Pokud L = L(D) pro néjaky DPDA D, pak existuje jednoznacna gramatika generujici L.

Idea diikazu |
Definujeme jazyk L' = L - $, ktery ma prefixovou vlastnost (kde $ je novy ukonéovaci
znak). Jazyk L je DCFL, proto existuje DPDA D’ takovy, ze N(D') = L.

Pokud aplikujeme konstrukci pro prevod PDA na CFG na deterministicky PDA D',
dostaneme jednoznaénou gramatiku G’ pro jazyk L(G') = N(D') = L’

m D’ je DPDA, proto existuje unikatni vypocet pro kazdé w € N(D'),

m kazdy pfechod (r,Y7...Yy) € 6(q,d, X) udava v G’ jediné aplikovatelné pravidlo ve

tvaru (qXrg) — a(rYiri)(r1Yars) ... (rg—1Yxri) pro danou sekvenci konfiguraci,

m proto v G’ existuje unikatni nejlevéjsi derivace kazdého w € L(G'), tedy je jednoznalna.
Nyni z G’ vytvofime jednoznaénou CFG G takovou, ze L(G) = L:

m z termindlniho symbolu $ v G’ udéldme nové neterminal v G,

m priddme do G nové pravidlo $§ — ¢ (¢imz neporusime jednoznadnost). O
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