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Vlastnosti bezkontextovych jazyku
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Zakladni uzavérové vlastnosti

Véta

Necht L, L1 a Lo jsou bezkontextové jazyky, pak jsou bezkontextové i jazyky:
L*

Ly- Ly

LU Ly

Dikaz

Méjme CFG G = (N, X, P, S) s jazykem L(G) = L, pak CFG G’ s jazykem L(G') = L*
definujeme jako G’ = (N U{S'}, X, PU{S — S5’ | e}, 5").

Pro dilkazy A a B méjme CFG G; = (N1, 31, P1,51) a Go = (Na, Yo, Py, S2) takové, ze
L(G1) = L1 a L(G2) = L2 a predpokladejme, ze N1 N Na = () (v opaéném pripadé
symboly pfejmenujeme). Navrhneme CFG G’ jako:
g = (Nl UNyU {S/}, Y1UXs, PLUPU {S/ — 5152}, S/) s jazykem L(g,) =11 Ls.
g = (Nl U Ny U {Sl}, Y1Uds, PAUPU {SI — 5 ‘ SQ}, SI) s jazykem

L(g/) = L1 U Ls. L]
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Uzavrenost na reverz a homomorfismus

Véta

Necht L je bezkontextovy jazyk a h: X — 3’ je homomorfismus, pak jsou bezkontextové
i tyto jazyky:

LR

h(L)

h='(L)

Diikaz

Méjme CFG G = (N, X, P, S) s jazykem L(G) = L.

Navrhneme CFG G’ s jazykem L(G') = L jako G’ = (N, %, PR, S), kde pro kazdé
pravidlo A — a z P definujeme reverzni pravidlo A — o’ v PE.

Navrhneme CFG G’ s jazykem L(G') = h(L) jako G’ = (N,¥/, P",S), kde pro kazdé
pravidlo A — a z P definujeme pravidlo A — 8 v P", kde /3 ziskame z o nahrazenim
kazdého vyskytu termindlu za jeho obraz dle h, napfiklad a € ¥ nahradime za h(a).

diikaz vynechame. O
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Uzavienost na priinik s regularnim jazykem

Véta
Necht L je bezkontextovy jazyk a R je regularni jazyk, pak jazyk L N R je bezkontextovy.

Idea dikazu

Necht A = (QAa Z: 6147 4o, A, FA) je DFA s L(A) = R, aP= (QPv Ev Fa 5P7QO,P> FP) je
PDA s L(P) = L, z nichz sestavime PDA P’, ktery je obdobou sou¢inového automatu:

P'=(Qp x Qa,%,T,6,(q0,p,0,4); Zo, Fp X Fa),
kde 6((p,q),a, X) pro a € (¥ U {e}) obsahuje viechny dvojice ((r, s), ) takové, ze:
(r,7) € 6p(p, a, X)
0a(g,a) =s
P’ tedy miize provést viechny prechody jako P, ale navic simuluje béh A v druhé sloZce
svych stavii. Koncové stavy P’ jsou ty dvojice stavil, kde pfrijme A i P.
Zbytek dikazu spociva v indukci pfes pocet krokil vypoctu: (go p,w, Zp) F* (p,€,7) a
3A(q0,A,w) = ¢ plati pravé tehdy, kdyz ({qo.p,qo.4),w, Zo) F* ((p,q),€,7). O
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Uzavienost na prefix a sufix

Véta
Necht L je bezkontextovy jazyk, pak jsou bezkontextové i jazyky Pfx(L) a Sfx(L).

Dikaz
V dikazu vyuzijeme uzavrenosti CFL na homomorfismy a jejich inverzi:

m definujeme kopii abecedy ¥ jako ¥ = {a | a € X},

m dale definujeme homomorfismus A : (f] U ) — %, ktery odstraniuje vinku ze symbolu,

tj. h(a) = a pro véechny a € ¥ a h(a) = a pro viechny a € %,
m dale definujeme homomorfismus g: (f] U X) — X, ktery odstrariuje symboly s vinkou
tj. g(a) = € pro véechny a € ¥ a g(a) = a pro vSechny a € ¥,

m pripomefime, e h~ (L) je mnozina viech Fetézcl z L, ve kterych nahradime libovolné

symboly za jejich variantou s vinkou,

m vysledné bezkontextové jazyky ziskame (djky uzavrenosti CFL na priinik s regularnim
jazykem) jako Pfx(L) = g(h~ (L) N ¥*Y*) a Sfx(L) = g(h~1(L) N X*%*).

O
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Neuzavrenost na priinik a doplnék

Véta
Trida bezkontextovych jazyki neni uzaviena na prinik.

Dikaz
Mg&jme bezkontextové jazyky L; = {a*bFct | k, £ > 0} a Ly = {a‘b*c* | k, ¢ > 0}, pak:

LN Ly = {a*b*c* | k> 0},
ktery neni bezkontextovy (ukdzeme pozdéji pomoci PL). Ol

Véta
Ttida bezkontextovych jazyki neni uzavrend na doplnék.
Dikaz

Plyne z uzavienosti na sjednoceni a DeMorganova zakonu Ly N Ly = (L; U Ly), proto
pokud by CFL byly uzavieny na doplnék, pak musi byt uzavreny i na prinik — spor. [
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Souhrn vlastnosti bezkontextovych jazykii

Uzavérové vlastnosti

sjednoceni

zretézeni a Kleeneho uzavér

zobrazeni pomoci homoromfismu a inverzniho homoromfismu

reverzni jazyk

jazyk prefixi, sufixd a infixd

Bezkontexotvé jazyky nejsou uzaviené na...

B mnozinové operace: prinik, doplnék a rozdil
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Rozhodnutelnost vlastnosti CFL

Rozhodnutelné vlastnosti
test nalezeni fetézce w do jazyka CFG, tj. test na w € L(G)
m algoritmus CYK nebo pomoci PDA

test na neprazdnost jazyka CFG, tj. test na L(G) = ()
m pokud L(G) = 0, pak gramatika po pfevedeni do G do CNF nem3a z4dny neterminal

test na konecnost jazyka CFG
m po prevedeni gramatiky G do CNF otestujeme zda pro néjaky neterminédl plati A =* aAf,
kde o, 8 € (X U N)*, tedy jestli umime z A odvodit dal$i A (pro¢ to funguje?)

Nerozhodnutelné vlastnosti

ekvivalence dvou CFG, tj. test na L(G;) = L(G2)

inkluze dvou CFG, tj. test na L(G;) C L(G2)

prazdnost priniku dvou CFG, tj. test na L(Gy) N L(G2) =0
univerzalita, tj. test zda L(G) = X*

jednoznacnost CFG a existence jednoznacné CFG pro dany CFL

test na regularitu jazyka CFG
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Vlastnosti deterministickych CFL

Uzavienost operaci
m DCFL jsou uzaviené na doplnék

m ale nejsou uzavrené na zretézeni, sjednoceni, prinik, Kleeneho uzavér a ani reverz

Rozhodnutelnost vlastnosti
m ekvivalence dvou DCFL je rozhodnutelna
m pro dvé DPDA P, a P, Ize rozhodnout platnost L(P;) = L(P»)

m test na regularitu DCFL a univerzalita jsou rozhodnutelné

m inkluze dvou DCFL a jednoznacnost jsou porad nerozhodnutelné
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Uzavienost DFCL na doplnék: pomocné lemma

Intuice: pro dopliiek DCFL L chceme pouzit podobnou konstrukci jako u DFA, tj. prohodit
koncové a nekoncové stavy DPDA pro jazyk L. Nejprve ale musime vyfresit dva problémy:

zamitajici vypocty, které nedoctou cely vstup, protoze skon¢i mimo vSechny stavy
(napriklad kvdli nedplné prechodové funkci nebo nedostatku symboll na zasobniku),

DPDA po precteni celého fetézce mize jesté provést e-prechody (bez ¢teni vstupu)
pres koncové i nekoncové stavy, tj. i po jejich prohozeni by takovy DPDA slovo prijmul.

Lemma 1
Méjme DPDA D, pak existuje DPDA D’ takovy, ze L(D) = L(D') a zéaroven:
D' vidy prelte cely sviij vstup,

pokud D’ pfejde do koncového stavu, tak ziistane v koncovém stavu dokud neprelte
dalsi znak ze vstupu. O
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Uzavienost DFCL na doplnék
Véta
Necht L je DCFL, pak jeho doplnék L je také DCFL.

Idea dikazu

Méjme DPDA D = (Q,%,T,6,qo, Zo, F') s L(D) = L a vlastnostmi z Lemma 1 (bez Gjmy
na obecnosti uvazujme modifikaci DPDA, ktery nemusi ¢ist symbol zasobiku).

Nejprve upravime D na D’ tak, aby mohl vstoupit do koncového stavu jen jednou za

kazdy preCteny znak ze vstupu a navic jen tésné pred prectenim dalSiho znaku:

m stav oznadime jako €teci, pokud ¢te symbol pouze ze vstupu (a zadny ze zasobniku),

m kazdy stav, ktery Cte zaroven ze vstupu i zasobniku, upravime spolecné s jeho prechody:
m prechod 6(q, a, Z) = (p,~) nahradime novym ¢tecim stavem ¢/, ktery je koncovy pokud byl

q koncovy v D, a dvéma prechody: 6(q,e,Z) = (¢, €) a déle 6(¢/, a,e) = (p,7),

m pokud zvolime jako koncové stavy D’ jen koncové Cteci stavy, pak plati L(D') = L(D).

Vysledny DPDA D, ktery rozpoznavé dopln&k L, tj. L(D) = L, ziskdme prohozenim

koncovych a nekoncovych étecich stavii D’. O
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Pumping lemma (PL) pro bezkontextové jazyky
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Pumping lemma (PL) pro CFL

Intuice: pokud je fetézec bezkontextového jazyka dostatecné dlouhy, pak v jeho derivaci
musi nastat situace, kdy z néjakého neterminalu A odvodime kromé dalsich symboli ten
samy neterminal A. Tuto ¢ast derivace lze tedy libovolné opakovat.

Pumping lemma

Necht L je bezkontextovy jazyk, pak existuje Cislo n € N takové, ze kazdy retézec s € L
délky aspon n lze rozdélit na pét ¢asti s = uvzryz, které spliuji:

lvy| >0,

lvzy| < m,

uwv'zy'z € L pro véechna i > 0.

m tvrzeni je tvaru implikace: pokud je L bezkontextovy pak musi néco spliovat. ..

m pokud jazyk neni bezkontextovy, pak z pro néj z lemma nic konkrétniho nevyplyva
m kontrapozici dostaneme: pokud L nespliiuje podminky z PL, pak L neni bezkontextovy
m existuje jazyk, ktery neni bezkontextovy a zaroven spliuje vSechny podminky z lemma

m postup pouziti PL pro CFL pri ditkazu sporem je stejny jako pro RL
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Vztah délky retézce a vysky jeho derivacniho stromu

Lemma 2
Necht G je CFG a k je maximalni délka pravé strany jejich pravidel, pak plati:
libovolny derivaéni strom v G s vyskou h derivuje Yetézec délky nejvyse k",

vechny derivaéni stromy fetézce délky k" + 1 maji vysku nejméné h + 1.

Dikaz

Méjte libovolny derivaéni strom T' v G = (N, 3, P, S) néjakého fetézce s € L(G):

kofen T' mé nejvySe k potomkil (pfepsani pravidlem S — «, kde |a| < k),

proto je nejvyse k listl se vzdalenosti 1 od korene,

kazdy z téchto potomkl miZze mit také nejvyse k svych potomki,

analogicky tedy plati, Ze pro vzdélenost 2 od kofene miizeme mit nejvyse k2 listii atd.,
pokud tedy T' ma vysku h, pak mé nejvyse k" listi,

proto plati Hl, tj. |s| < k", jelikoz derivace T odpovida zretézeni viech jeho listd,

dikaz A je analogicky. Ol
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Duakaz PL

Diikaz (¢ast 1/3)

Necht G = (N, X, P, S) je CFG generujici jazyk L.

m Zvolime konstatnu z PL jako n = k/NVIH1, kde k je maximalni délka pravé strany
pravidel G,

m déle zvolime libovolny Yetézec s € L, pro ktery plati |s| > n,

m kazdy derivaéni strom Fetézce s ma vysku nejméné |N| + 1 (dle Lemma 2).

Ze vSech derivacnich stromii fetézece s zvolime strom 7', ktery ma nejméné uzli:
m oznaéme p nejdelsi cestu v T' z kotene do listu (méa délku nejméné |N| + 1),

m proto ma p nejméné |N| + 2 uzld (obsahuji jeden termindl a zbytek neterminald),

m G ma ale jen |N| neterminall, proto se v p néjaky netermindl opakuje,
]

vybereme netermindl R, ktery se opakuje v poslednich |N| + 1 uzlech p.

Rozdélime s = uvayz dle obrazku a ukazeme, Ze plati podminky i, @ a H z PL.
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xr

Nahrazeni v derivaénim stromu.
(pfevzato z M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation)
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Dilkaz (¢ast 2/3)
Nejprve ukazeme platnost podminky H, tedy Ze uvizy’z € L, pro i > 0:

Kazdy vyskyt R v 1" ma vlastni podstrom, ktery generuje ¢ast s:
m prvni vyskyt R od kofene generuje (vétsi) podstrom Fetézce vzy,

m posledni vyskyt R v daném podstromu generuje (mensi) podstrom Fetézce x,

Protoze oba podstromy generuje stejny neterminal, tak je mozné jeden za druhy zvajemné
nahradit a porad dostaneme validni derivacni strom v G:

m opakovanym nahrazenim mensiho podstromu tim vétSim dostaneme strom fetézce
uv'xy'z, pro libovolné ¢ > 0,

m nahrazenim véts$iho podstromu tim mensim dostaneme strom Fetézce uxz (tedy ptipad
kdy i = 0).
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Dilkaz (¢ast 3/3)
Pro platnost podminky Fl musime ukazat, ze v nebo y je neprazdny retézec:
m predpokladejme, ze v i y jsou prazdné, a tedy s = uvayz = uxz,

m pokud v takovém pfipadé nahradime vétsi podstrom (generujici vzy) tim mensim
(generujici z), pak by vysledny strom mél méné uzlt nez T a porad by generoval s,

m to je ale ve sporu s tim, ze T je strom retézce s, ktery ma nejméné uzli,

B proto je v nebo y neprazdny retézec.

Pro platnost podminky B musime ukazat, ze |vay| < n:

jako p jsme zvolili nejdelsi cestu v T', ale nyni uvazujme jen poslednich N + 1 uzld,

R jsme zvolili tak, Ze se opakuje v poslednich |N|+ 1 uzlech p,

]
]
m pficemz prvni vyskyt R (v této Casti p) generuje podstrom Fetézce vy,
m tento podstrom ma vysku nejvySe |N| + 1 (délka dané &asti p),

]

]

proto miize generovat fetézec s délkou nejvyse kIV1*1 = n (z Lemma 2).
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Piiklad: jazyk a*b*c* a PL
Véta
Jazyk L = {a*b¥c¥ | k > 0} neni bezkontextovy.

Diikaz

Pouzijeme diikaz sporem: predpokladame, ze L je bezkontextovy a najdeme spor s PL.

m Dle PL existuje konstanta n € N,

zvolime Fetézec s = a™b"c", ktery patfi do jazyka L a |w| > n,

nyni ukdzeme, ze s nelze rozdélit na s = uvxyz tak, aby byly splnény podminky z PL,

z podminky |l z PL dostavame, Ze alespon jeden z fetézcl v a y je neprazdny,

uvazujme dva pripady podle rozlozeni znakil ve v a y:

v a y obsahuji pouze znaky nejvy3e jednoho druhu, naptiklad v = a’ a y = b™ (tak aby byly
spinény [l a A z PL), potom ale uv®zy®z ¢ L, protoze obsahuje méné znakii c,

pokud v nebo y obsahuje vice nez jeden druh znakd, pak fetézec uv’xzy’z mize obsahovat

stejny pocet vSech znaki a, b a ¢, ale znaky nebudou ve spravném poradi, a proto také
wv?zy®z ¢ L (navic neplati B z PL, protoze |vzy| = |a‘b"c™| > n),

jeden z téchto pripadd musi nastat, pficemz v obou dostavame spor s PL. []
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Priklad: jazyk a*b'cd’ a PL

Véta

Jazyk L = {a*b’cFd" | k,¢ > 0} neni bezkontextovy.

Diikaz

Pouzijeme diikaz sporem: predpokladame, Ze L je bezkontextovy a najdeme spor s PL.

m Dle PL existuje konstanta n € N, a nejprve zvolime Fetézec s’ = a"bc"d,
m s sice spliiuje podminku |s'| > n, ale spor na ném ukazat nelze,

m takovy Fetézec s’ Ize totiZ rozdélit nasledové:
u=a v=a =0 Y= z=c""1d

m pricemz jsou splnény vsechny podminky z PL, Fl a B plati trivialné, a pro
dostaneme, Ze pro kazdé i > 0 plati: ¢t~ 1bc" T~ 1d € L.

m Nyni zvolime Yetézec s = a"b"c"d", na kterém lze ukazat spor (postupujeme
podobné jako u pfechoziho pfikladu, pri¢emz vyuZzijeme podminku B z PL).
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