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Kontextové gramatiky (CSG)

2/18



Kontextova gramatika (typ 1)

Intuice: kontextové gramatiky (oproti CFG) umoznuji podminit aplikaci pravidla podretézci,
které jsou v okoli prepisovaného neterminalu.

Definice

Kontextova gramatika (CSG z context-sensitive grammar) ma vsechna pravidla v jednom z
téchto tvari:

aAB — ayB, kde A€ N, a, 3,7 € (XU N)* a zaroven v # ¢,

S — g, pokud se S nevyskytuje na pravé strané jakéhokoliv pravidla.

m leva strana pravidel mize obsahovat kromé prepisovaného netermindlu i tzv. kontext:

m v definici je kontext pravidla a A8 — a3 dan Yetézci a a 8
m cely Fetézec na levé strané pravidla podminuje aplikovani daného pravidla
m kontext nem(ize byt danym pravidlem prepsan (je zachovén i na pravé strané pravidla)

m CSG generuji kontextové jazyky (CSL z context-sensitive language):

m jsou nadtfidou bezkontextovych jazyki
m CSL jsou uzavrené na sjednoceni, prinik, zfetézeni, Kleeneho uzavér i doplnék

m problém nélezeni fetézce do jazyka CSG je rozhodnutelny
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Priklad: kontextova gramatika

Priklad
CSG G = ({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S) s jazykem L(G) = {a™b™c™ | 1 < n < m}, ktery je
kontextovy (a zaroven neni bezkontextovy):

S — aaABBcc S = aaABBcc A— ab
A — aAB | ab = aaabBBcc  bB — bC
bB — bC = aaabC Bce bC — bD
CB— CC = aaabD Bcc bD — bb
bC — bD = aaabbBcc bB — bC
bD — bb = aaabbC'cc bC' — bD
DC — DB = aaabbDcc bD — bb

BC — BB | BBc = aaabbbcc
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Priklady: kontextové jazyky

Priklad

Jazyk L, = {a® | p je prvocislo} fetézci, které maji délku prvocisel.

Priklad

Jazyk Legy = {a®" | n € N} Fetézcli, které maji délku mocnim &isla 2.

Priklad

Jazyk Ly, = {a™b"c™" | m,n € N}, kde pocet ¢ je ndsobkem poctu znaki a a b.

Priklad
Jazyk Lyep = {w!”l | w € %}, jeho? Fetézce jsou n-té mocniny véech moznych Fetézci w nad
Y, kde n je délka daného Fetézce w.
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Vztah CSG a ostatnich gramatik

Véta

Kazda regularni gramatika je zaroven kontextova.

Diikaz
Z definice regularni gramatiky trivialné plati, ze jeji pravidla zachovavaji kontext. [
Véta |

Ke kazdé CFG G existuje ekvivalentni gramatika G’, ktera je zaroven kontextova

Dikaz

Vsechna pravidla CFG G = (N, %, P, S) jsou ve tvaru A — ~, kde v € (X U N)*:

m pokud v # €, pak pravidlo zachovava kontext trivialng,

B je to pripad kontextového pravidla A — a3, kde a = ¢ a = ¢,

m jedinym problémem jsou proto e-pravidla, tj. pravidla ve tvaru A — ¢ (kde A # S),

m c-pravidla odstranime algoritmem z prevodu CFG do Chomského normalini formy. my
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Gramatiky bez omezeni
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Gramatika bez omezeni (typ 0)

Intuice: nase definice gramatiky vyzaduje, aby kazdé pravidlo bylo generativni, tj. pravidlo
ma na levé strané alespon jeden neterminal.

Poznamka: nékteré definice gramatik povoluji i negenerativni pravidla, ale sila gramatiky se

tim nezméni, proto je uvazovat nebudeme.

Definice

Kazda gramatika, jejiz pravidla jsou generativni, je gramatika bez omezeni (z naseho
pohledu tuto definici spliiuje kazda korektné definovana gramatika).

m generuji rekurzivné spocetné jazyky (REL z recursively enumerable language):

m tfida REL je nadtfidou kontextovych jazyki
® jsou uzaviené na sjednoceni, prinik, zietézeni a Kleeneho uzavér
m nejsou uzaviené na doplnék a mnozinovy rozdil

m problém ndlezeni fetézce do jazyka gramatiky typu O obecné neni rozhodnutelny

m pro fetézec, ktery gramatika negeneruje, se miize ovérovani zacyklit
m problém je rozhodnutelny pouze pro tzv. rekurzivni jazyky (jsou podmnozinou REL)
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Priklad: gramatika bez omezeni

Priklad
Gramatika G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P,S) s jazykem L(G) = {a"b"c" | n > 1}:
S — abe | aAbe S = aAbc Ab— bA
Ab — bA = abAc Ac — Bbcce
Ac — Bbcc = abBbcc bB — Bb
bB — Bb = aBbbcc aB — aa
= aabbcc

aB — aa | aaA

m Poznamka: L(G) je rekurzivné spoletny jazyk, ktery je zaroven kontextovy (G je tzv.

nezkracujici, proto lze ji pfevést na CSG).
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Priklady: rekurzivné spocCetné jazyky

Priklad
Jazyk vhodné zakédovanych (napfiklad binarné) ekvivalentnich deterministickych
zasobnikovych automatl je REL, jehoZ problém néalezeni je rozhodnutelny:

DPDAeq = {<A1,A2> | Aq a Ay jsou DPDA takové, ze L(Al) = L(AQ)} .

Priklad
Jazyk neekvivalentnich bezkontextovych gramatik, jehoz nalezeni neni rozhodnutelné:

CFGhpeq = {(G1,G2) | G1 a G jsou CFG takové, ze L(G1) # L(G2)} -

Priklad |
Problém zastaveni je obecné definovany pro Turingtiv stroj (vice v kurzu o vycislitelnosti). Pro
jednoduchost proto uvazujme jazyk programi jazyka C nad abecedou ASCII, které vzdy
ukondi svilj vypocet. Nalezeni do tohoto jazyka neni rozhodnutelné:

HALTc = {{(c,w) | ¢ je zdrojovy kéd jazyka C, ktery pro vstup w zastavi} .

10/18



Nezkracujici gramatiky

Definice

Pravidlo o — [ je nezkracujici, pokud plati |o| < |3]. Gramatika G = (N, X, P, S) je
nezkracujici, pokud jsou nezkracujici vsechny jeji pravidla kromé S — &.

Lemma

Ke kazdé gramatice G existuje gramatika G’, ve které jsou viechna pravidla obsahujici
terminalni symboly ve tvaru A — a, kde A € N a a € 3.

Dikaz
Pravidla z gramatiky G transformujeme v G’ timto zpiisobem:
pro kazdy terminal a € ¥ zavedeme novy neterminal N, a pomocné pravidlo N, — a,

kazdy vyskyt terminalu a v pravidlech G nahradime za N,.

Napriklad pravidlo Cb — aBb se zméni na C Ny, — N,BNp, kde N, — a a Ny — b jsou nova
pomocna pravidla G'. O
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Kontextové a nezkracujici gramatiky

Véta
Ke kazdé nezkracujici gramatice G existuje CSG G’ takova, ze L(G) = L(G’).

Dikaz
Predpokladejme, ze pravidla G jsou bud ve tvaru A — a (z predchoziho lemma), nebo
A1A2...Am — BlBQ...Bn, kde Al,...,Am,Bl,...,Bn € N a navic m < n.
Tyto pravidla nahradime s pomoci novych neterminald X, ..., X,, za kontextova pravidla:
AlAQ...Am — X1A2Am
XlAQ...Am — X1X2Am

X1X9 ... Xm—lAm — X1 X5 .. Xm_leBm+1 500 Bn
X1Xo... XmBm—I—l 500 Bn — B1 Xy .. .XmBm+1 000 Bn

BlBQ 500 Bm,leBmH coo Bn — B1B2 500 BmlemBm+1 000 Bn L]
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Priklad: nezkracujici gramatika

Priklad
CSG g/ = ({S,A, B,Xl, XQ,Xg,X4, Na,Nb,Nc}, {a, b, C},P, S) S jazykem

L(G") = {a"b"c™ | n > 1}, kterou ziskdme z predchoziho pFikladu gramatiky bez omezent:

S — N,NyN, | N,AN,N, N,B — X3B
AN, = X1N, X3B — X3X4
XNy — X1 Xo X3X4 — BX,
X1 X — Ny Xo BX, — BN,
Ny Xo — NyA N, —>a
AN, — BN,N,N, N, = b
N,B — N,N, | N,N, A N.—>ec

Prabéh transformace na CSG:
m nejprve nahradime kazdy vyskyt terminadlu o € 3 za pomocny neterminal N,

m poté staci nahradit dle diikazu predchozi véty pravidla, které nezachovavaji kontext.
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Existence dalsich jazyku
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Chomského hierarchie

CSL

e Je tu néco?

CFL

Existuje jazyk, ktery neni rekurzivné spocetny?
m otazku Ize formulovat jako: existuje jazyk, ktery nelze generovat zadnou gramatikou?
m odpovéd je ano, napfiklad jazyk dvojic ekvivalentnich CFG (doplnék CFG,eq):

CFGey = {(G1,G2) | G1 a Gs jsou takové CFG, 7e L(G1) = L(Ga)}
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Nespoéetnost 2>

Véta

T¥ida viech jazykii nad abecedou ¥, kterou znacime 2%, je nespoletna.

Diikaz

Z definice abecedy je ¥ konecnd mnozina, a proto je Kleeneho uzavér ¥* spocetné nekonecna
mnozina a lze jej sefadit pomoci shortlex usporadat, tj. ¥* = {wy,wy,...}.

Diikaz vedeme sporem, proto predpoklédejme, Ze 2% je spocetnd mnoZina:

m potom by prvky (jazyky) z 2%° méli jit n&jak uspotadat, tj. 2" = {Li, Lo, L3, ...},

m 2% obsahuje i jazyk definovany jako Lgia, = {wi | w; & Li},

m feknéme, Ze existuje index j takovy, ze plati Lg;qy = Lj,

m pak ale wj € Lg;qq pravé tehdy, kdyz w; € L;, cozZ je spor, protoze Lgiqq = Lj.

Vsimnéte si, ze tvrzeni plati i pro ptipad, kdy je ¥ jednoprvkova. []
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Nespoéetnost 2>

wy Woy w3 . wj
Ly v X X v
Lo v X v X
L3 X v v v
Lj = Ldiag X v X s ??

Reprezentace diikazu tabulkou:

m fadek pro Lj = Lgiag = {w; | w; € L;} je definovan jako negace prvkii na diagonale

m ve sloupci pro slovo w; dostdvdme spor, protoze w; € L; pravé tehdy, kdyz w; &€ L;
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Existence jazyka, ktery neni REL

Véta

Nad jednoprvkovou abecedou ¥ = {a} existuje jazyk, ktery neni generovan gramatikou.

Diikaz |
Méjme abecedu I' = {a, N, —,{,}, (,), , } (i symbol ¢arky je soucasti I'), pomoci které jsme
schopni zakédovat libovolnou gramatiku nad abecedou 3:

neterminaly kédujeme unarné jako Ny = N, No = NN, N3 = NNN, ...

priklad fetézce nad I je gramatika ({N},{a},{N — a},N) popisujici jazyk {a},

[
m [ je spocetnd (stejné jako 3*), proto existuje spocetné mnoho gramatik nad ¥,
m kazda gramatika zakédovana pomoci I' popisuje pravé jeden jazyk nad 33,

m proto lze pomoci I reprezentovat jen spocetné mnoho jazykl nad abecedou 3.

T¥ida jazykd 2" je ale nespodetna, proto musi existovat jazyk L C 3*, ktery nelze generovat
gramatikou z I'*. O |
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