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Seznam zkratek

e BNF — Backus-Naurova forma

e CFG — bezkontextova gramatika (context-free grammar)

e CFL — bezkontextovy jazyk (context-free language)

e CNF — Chomského normélni forma

e CSG — kontextova gramatika (context-sensitive grammar)

e CSL — kontextovy jazyk (context-sensitive language)

e DCFL — deterministicky bezkontextovy jazyk (deterministic context-free language)
e DFA — deterministicky kone¢ny automat (deterministic finite automaton)

e DPDA - deterministicky zdsobnikovy automat (deterministic pushdown automaton)
e GNF — Greibachové normalni forma

e NFA — nedeterministicky kone¢ny automat (nondeterministic finite automaton)

e PDA — (nedeterministicky) zasobnikovy automat (pushdown automaton)

e PL — pumping lemma

e RE — regularni vyraz (regular expression)

e RG — regularni gramatika

e RL — reguldrni jazyk (regular language)



1 Abeceda a retézce

e abeceda je konecnd (neprazdnéd) mnozina znaku, znaci se ¥
e ietézec w nad abecedou X je libovolna konecnd posloupnost znaku abecedy
e délka Tetézce w se znaci |w|; prazdny Fetézec se znadi e, a tedy || =0
e napiiklad pro fetézec w = wy ... w, (kde w; € ¥ proi=1,...,n) je lw| =n
e X* zna¢i mnozinu vSech fetézcu nad abecedou X
e X7 je mnozina vSech neprazdnych fetézcu nad abecedou X, tj.
e napiiklad pro 3 = {0,1} je:
- ¥* ={¢,0,1,00,01,10,11,000,001...}
- ¥+t =4{0,1,00,01,10,11,000,001 ...}
pozndmka: tetézce pro prehlednost piSeme v tzv. shortlex usporadani
e zietézeni dvou fetézcu x = x1... 2, 4y = Y1 ... Y Se znaci x -y nebo zkricené ry
TY=1T1.. . TpY1---Ym
e trividlné plati tyto vztahy:
|vy| =
TeE =
e pro fetézce plati z = y prave tehdy, kdyz |z| = |y| a zdroven x; = y; pro vSechny
indexy i =1,...,|z|

e mocnina fetézce " je definovana rekurzivne:

o

e prefix a sufix fetézce z € X*:

— Pfx(z) =
— Sfx(x) =

R:

e reverz retézce x = 1%y ... T, znacime x Ty ...ToTq

e méjme fetézece x = abb, y = ca; doplnte:

Ty =
L yr =
YT =
y(a?y)ia =
. Pfa(x) =

. Sfx(x)
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2

Jazyk

jazyk L je libovolnd mnozina fetézcu nad zvolenou abecedou ¥, tj. plati L C ¥*

zietézeni jazyka L - Ly, =

jaky je rozdil mezi jazyky 0 a {¢}? Jak dopadnou vyrazy:
1. 0-{a} =
2 (e} {a} =

méjme Ly = {b,aa}, Ly = {e,aab} a L3 = {¢,b} nad abecedou ¥ = {a, b}; doplite:
1. Ly- Ly =
2. Ly- Iy =
3. {6} : L1 =
4. Ly =

5. (LiN L) - (Ly\ L) =

mocnina jazyka:

=

pozndmka: L™ obsahuje vSechny fetézce, které ziskame zretézenim n fetézcu z L
uzavery jazyku:

=
It =

méjme jazyky Ly = {a,b,aa} a Ly = {e,bb}; doplite:

LY =

Li=

L? =

L; =

{et* =

{e}" =

0 =

0+ =

rozhodnéte zda plati vztah (L®)* = (L*)®, kde L® = {2 | z € L} je reverz jazyka
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3 Regularni vyrazy (RE) a regularni jazyky (RL)

e regularni vyraz (zkrdcené RE z reqular expression) je formalismus pro ¢itelny a
usporny zapis regularnich jazyku (samotny vyraz je vzor pro dané retézce)

e jako regularni jazyky (zkrécené RL z regular language) oznacujeme tiidu jazyku,
které 1ze popsat pomoci regularnich vyrazu

e pomoci L(FE) zna¢ime jazyk reprezentovany reguldrnim vyrazem E
e definice RE nad abecedou X:

pro kazdy symbol a € ¥ je @ RE s jazykem L(a) = {a}

e je RE s jazykem L(e) = {e}

0 je RE s jazykem L(0) =0

necht E; a E, jsou RE, pak E|+E, je RE s L(E|+E,) = L(E;) U L(E,)
necht E; a E, jsou RE, pak EFE5 je RE s L(E\Ey) = L(E,) - L(E,)
necht E je RE, pak E* je RE s jazykem L(E*) = (L(E))*

AR AN B

cv v/

e dale muzeme prioritu operaci upravit dle libosti pomoci zavorek
e pro prehlednéjsi zapis ddle zavedeme zkraceny zapis pro tyto RE:

— X jako RE s jazykem L(X) =%
— E*=EE"

e navrhnéte RE k nasledujicim jazyktum:

Ly = {aaa, aab, aaac, acaaa}

Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje oba podfetézce aaa a bbb}

Ls = {w € {a,b}* | w neobsahuje podietézce ab a ba}

Ly ={w € {a,b}* | w za¢ind i konéi stejnym tetézcem, ktery je aa, nebo bb}
tj. pro slovo w € Ly plati, ze Pfx(w) NS fz(w) obsahuje aa nebo bb

Ls = {w € {a,b}* | w ma sudy pocet znaku a nebo presné dva znaky b}



4 Konecny deterministicky automat (DFA)

e koneény deterministicky automat, zkracené DFA (deterministic finite automa-
ton) je reprezentovan uspotradanou pétici A = (Q, X, 6, qo, F), kde:
1. @ je konecna mnozina stavu (proto nazev konecny automat)
2. X je abeceda
3. 0 je prechodova funkce ve tvaru 6 : Q) x ¥ — @, ktera stavu a symbolu priradi
néjaky stav
4. qo je pocatecni stav (plati pro néj ¢y € @)
5. F je mnozina koncovych/akceptujicich stava (plati pro né F' C @),

e DFA je deterministicky — v kazdém kroku vypoc¢tu nachdzi pravé v jednom stavu

e piechodovd funkce je tiplna, pokud je d(q, a) definovana pro vsechny dvojice g € @
a a € X; budeme uvazovat pouze DFA s tuplnou prechodovou funkci

e pirechodovou funkci 0 lze zapsat pomoci relace 6 C @ x ¥ x @), tedy jako mnozinu
usporadanych trojic, kde (p, a,q) € § odpovida prechodu é(p,a) = ¢

e reprezentujte DFA A, = ({1,2,3},{a, b}, 9, 1,{3}), jehoz prechodova funkce je za-
dand relaci 6 = {(1,a,1),(1,b,2),(2,a,2),(2,b,3), (3,a,3),(3,b,3) }:

1. grafem — stavy jsou uzly, pricemz pocatecni stav je oznacen Sipkou a koncové
stavy jsou oznaceny dvojitym uzlem; orientované hrany jsou piechody, kde
hrana z p do ¢ s popiskem a znaé¢i prechod d(p,a) = ¢

2. tabulkou — prvni sloupce udava stavy automatu, pocatecni stav je opét oznacen
sipkou a koncové stavy hvézdou; dalsi sloupce pak udavaji vysledky prechodu
pro jednotlivé symboly abecedy

e pro automat A; doplite:
. 9 b)a Cl), b) =
2. 5(6(6(1,a),b),a) =
3. 0(6(5(8(1,b),b),a),a) =

1. 8(5(6(1
1



5 Jazyk DFA

pro DFA A = (Q,%,§,q, F) definujeme si rozsifenou piechodovou funkci
0: QXX —=Q,kdeqge Qjestavaw=w;... w, €X* je Tetézec:

0(q,w) = {

pro DFA A budeme znacit L(A) jazyk, ktery rozpoznava

pokud se A po precteni slova w presune z pocatecniho stavu do koncového stavu,
pak w patii do L(A); jazyk DFA forméalné definujeme jako:

L(A) =

jaky je vysledek ptechodu v nasledujcicim automatu Aj, a které z nich piijme?

O
— a
b
¢ b
1. 0(1, aabbaa) =
2. 6(1, abaa) =
3. 0(1, abbab) =

e jaky je jazyk automatu A; ze Sekce 47

DFA rozpoznévaji tiidu reguldrnich jazyku (jsou tedy ekvivalentni s RE)

konfigurace DFA A je dvojice (¢, w) € @ x ¥* (stav DFA a nezpracovany vstup)

pro dvé konfigurace ¢; = (p, aw) a co = (g, w) plati ¢; F ¢ pokud d(p,a) = ¢, tedy
z ¢1 je doszazitelnd ¢y v jednom kroku (F* je rozsiteni na libovolny pocet kroki)

jazyk DFA L(A) lze alternativné definovat i pomoci konfiguraci:

L(A) =

rozepiste kroky vypoctu (1, abbab) H* (3, ¢)



6 Konstrukce DFA

Navhrnéte automaty rozponavajici jazyky:

e [, = {e} nad abecedou X = {a, b}; jak by vypadal automat pro jazyky 0 a ¥*?

e Ly ={a,b,ca,cb,cc abc} nad abecedou ¥ = {a, b, c}

o L3 ={w | w zacind fetézcem abb} nad abecedou ¥ = {a, b}

e L, = {w | w obsahuje sudy pocet znaku a} nad abecedou ¥ = {a, b, ¢}

e L5 ={w | w za¢ind a konci znakem a} nad abecedou ¥ = {a, b}



o Lg={a}*U{b}* nad abecedou ¥ = {a, b}

e L; = {w | w obsahuje podfetézec abab} nad abecedou ¥ = {a, b}

e Lg = {w | w neobsahuje podietézec abab} nad abecedou ¥ = {a, b}

e Lo = {w | soucet hodnot znaku w je délitelny ¢islem 4 beze zbytku} nad abecedou
¥ =40,1,2,3} (soucet prazdné sekvence je 0, a tedy € € Lg)



7 Soucinovy DFA

e soucinovy DFA simuluje béh vice DFA zaroven

e tuto konstrukci lze pouzit k vytvoreni DFA, ktery rozpoznava prunik nebo sjedno-
ceni regularnich jazyktu, nebo k ovéreni ekvivalence a inkluze regularnich jazyku

e Konstrukce: pro dva DFA A, = (Q1,%,01,q01, F1) a Ay = (Q2, %, 92, qo2, F)
vytvofime souc¢inovy DFA jako A; X A = (Q1 X Q2,%,0", (0.1, 902), F'), kde:

— mnozina stavu obsahuje vSechny dvojice stavu (qq, ¢2), kde ¢1 € Q1 a g2 € Q2
— abeceda zustdva stejnd (oba automaty A; a Ay musi byt nad stejnou abecedou)
— 0'({q1,¢2), a) = (61(q1, @), 02(qe, a)) pro vSechna a € ¥

— pocatecni stav (qo 1, go2) je dvojice poc¢atecnich stavu z A; a Ay

— mnozinu koncovych stavu F” zvolime podle tcelu A; x Aj
e Volba koncovych stavii: necht L; = L(A;) a Ly = L(Ay), pak:
— pro ovéteni Ly = Ly (tj. plati L1 = Lo prave kdyz L(A; x Az) = 0) zvolime:
F={n | @eRNpggR)V(aEgFiNgcF)}

pozndmka: pro ovéreni L; C Lo pouzijeme jen prvni ¢ast této podminky
— pro jazyk L(A; x Ay) = L1 N Ly zvolime F' = {{q1,q2) | ¢1 € FA N @2 € F3}
— pro jazyk L(A; x Ay) = Ly U Ly zvolime F' = {{(q1,q2) | ¢1 € FA V ¢2 € F3}

e sestrojte souc¢inovy DFA pro jazyk nad L; abecedou ¥ = {a, b}:

— L; = {s | s obsahuje podietézec aba} N {s | s neobsahuje podietézec bb}
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Koneény nedeterministicky automat (NFA)

konecény nedeterministicky automat NFA (nondeterministic fininite automaton) je
reprezentovan usporddanou pétici A = (Q, X, dn, qo, F)

NFA m4 piechodovou funkci ve tvaru dy: @ x ¥ — 29 (jedind zména oproti DFA)
pokud je z kontextu jasné, ze se jedna o NFA, budeme psat jen d misto dy

NFA se muze nachdzet ve vice stavech najednou (alternativné lze nedeterminismus
chapat jako schopnost ,uhddnout“ ten spravny prechod)

vysledek prechodu z oy je tedy mnozina stavu — klidné i prazdna mnozina, proto v
NFA uz nemusi mit dplnou prechodovou funkci

rozsitend prechodova funkce 0: 29 x O — 29 kde RCQaw=mw, ... w, € X"

(R, w) =

A

R R prow = ¢
O(U,er 0(r,wr), wy. .. w,) pro w # ¢

pokud se NFA A po precteni slova w presune z poc¢atecniho stavu aspon do jednoho
koncového stavu, pak w patii do L(A); jazyk NFA forméalné zapiseme jako:

L(A) =

NFA rozpoznévaji regularni jazyky (stejné jako rozpoznavaji DFA a RE)
méjme zadén nasledujei NFA A; = ({1,2,3,4},{a,b},6,1, F):

1. 5(1, abab) =

2. 0(1, bbbaab) =

3. jaky je jazyk L(Ap)?

4. sestavte tabulkovou reprezentaci pro A,



9 Konstrukce NFA
e navrhnéte NFA pro nasledujici jazyky:
— Ly ={c, ab, ba, abc, beb} nad abecedou X = {a, b, c}

— Ly = {w € {a, b, c}* | w obsahuje podslovo abbe, acbc nebo beab}

— Ly = L((ab)* + (abb)*)

— Ly = {w € {a,b}* | w ma sudy pocet znaku a nebo presné dva znaky b}



10 Determinizace NFA
e existuje NFA rozponavajici jazyk L prave tehdy, kdyz existuje DFA rozponavajici L:
(<) kazdy DFA je zaroven NFA (jen zménime 6(q,a) = p na dy(q,a) = {p})
(=) determinizace — ke kazdému NFA lze sestrojit DFA rozpondvajici stejny jazyk

e Podmnozinova konstrukce: k NFA A = (Q, %, Iy, qo, F') sestavime novy DFA
Adet = (293, 6p,{q}, Fp), tak aby platilo L(A) = L(A%):
1. stavy A% jsou podmnoziny Q
2. pocatecni stav je {qo}, mnozina obsahujici puvodni pocatecni stav qo

3. koncové stavy jsou podmnoziny () obsahujici aspon jeden puvodni koncovy
stav, tedy Fip ={SC Q| SNF # 0}

4. 6p : 29 x ¥ — 29 je determinisitcka prechodové funkce definovand jako:

k

op({qr;-- - ar},a) = U on(ai, a)

=1

o A%t m3 219 stavil, ale ndm staci jen dosazitelné stavy (ke kazdému automatu
existuje automat, ktery rozpondva stejny jazyk, ale mé jen dosazitelné stavy)

e determinizujte automat Aj:




11 NFA s e-prechody

e rozsifenim modelu NFA o e-pfechody ziskdme e-NFA A = (Q, %, )., qo, F'), ktery
navic umoznuje i prechody bez precteni symbolu ze vstupu

e jedind zména je opét v piechodové funkci, kterd ma tvar d.: Q x (X U {e}) — 2¢
e c-NFA rozpoznavaji regularni jazyky, stejné jako NFA a DFA

e c-uzdveér F(q) je mnozina stavu dosazitelnych pomoci e-prechodu ze stavu ¢ (pojem
rozsitfme i pro mnoziny stavit E(S) = UsesE(q), kde S C Q)

e pievod e-NFA A = (Q, %, 0., qo, ) na ekvivalentni NFA A’ = (Q, %, 0n, qo, F'):

1. pro kazdy stav g € @ vypocitame e-uzavér E(q)
2. vypocitame oy z 0. pro kazdy stav ¢ € () a symbol a € X:

5N(Qa CL) = E( U 5E(pa CL))
pEE(q)

3. oznat jako koncovy stav g pokud plati E(qq) N F # ()

e prevedte ndsledujici e-NFA A; na NFA bez e-piechodi:

e € a b
— 1 {3} {1} {2}
2 0 {4} {2}
3% {4} 0 {3}
4 ) {2,3} 0

ON

a




12 Prevod RE na e-NFA

e ckvivalenci s e-NFA ukézeme strukturdlni indukei vzhledem ke slozitosti RE (ke
kazdému bodu definice RE najdeme e-NFA se stejnym jazykem):

1. L(a) = {a}: 2. L(e) = {e}:
5. L(E\Es) = L(E,) - L(Es): 6. L(E*) = (L(E))*:

e pievedte RE na e-NFA:

1. (a+ab)*b

2. e+ (a+b)*c(abec)*



13 Prevod DFA na RE

e Konstrukce: necht A = ({1,...,n},%,0,1,F) je DFA s n stavy (jsou oznacené
¢isly od 1 do n), pak RE Ry, pro ktery plati L(R4) = L(.A), vypoc¢itdme predpisem:

Ry = ZR?J

feF
kde jednotlivé RE R} ; ziskdme rekurzivné podle téchto predpisu:
Rjj = R+ Ry (R ) Ry
Ry= Y. a (proi#j)

a€X: §(i,a)=j

R =e+ Z a

a€X: §(i,a)=i

vyraz Rﬁ ; je RE, ktery popisuje mnozinu vsech cest (grafem automatu) ze stavu i
do stavu j pfes stavy, jez jsou oznacené maximalné cislem k; vyraz vypocitame z
jednodussich podvyrazu:

1. Rfj_l jsou cesty z ¢ do 7, které nevedou pres k
2. Rfk_l(RZ,zl)*Rl,zj_l jsou cesty z i do 7, které vedou pies k

vyrazy, kde k = 0, slouzi jako podminka ukoné¢ujici rekurzi (uz jsme na trovni
jednotlivych prechodu mezi stavy)

e pievedte DFA na RE:



14 Minimalizace DFA

e chceme k zadanému DFA A najit ekvivalentni DFA s nejmensim poétem stavu

e stavy p ~4 ¢ jsou nerozlisitelné v A pravé tehdy, kdyz pro Vw € ¥* plati:
S(p,w) e F < d(q,w) e F

e takto definovand relace ~4 je ekvivalence na mnoziné stavi A (zkracené jen ~)

e stavy vysledného minimalntho DFA A/~ jsou to tfidy rozkladu ~ a mnozina stavu
A/~ tvoii rozklad @ podle ~ (pfedpoklddame, ze A nemd nedosazitelné stavy)

e Konstrukce A/~ pomoci tabulky dvojic staviu, kterd reprezentuje ~:

— diagonalu tabulky oznacime v/ (reflexivita) a pod diagonalou x (symetrie)

— inicializace tabulky: nejprve oznacime X vSechny dvojice, které obsahuji pouze
jeden koncovy stav (ty jediné jsme schopni rozlisit hned na zacdtku)

v tabulce postupné oznacujeme X dvojice (p, q), pro které existuje znak a € X
takovy, ze dvojice (0(p,a),d(q,a)) uz je oznacena X

predchozi krok opakujeme dokud jesté lze oznacit néjakou dalsi dvojici
— vysledné neoznacené dvojice stavu jsou nerozlisitelné, proto je oznacime v

— z tabulky vypoc¢itame rozklad @) podle ~ a sestrojime A/~

e minimalizujte DFA zadany tabulkou:

) a b ~ 11213456
— 1 2 3 —1 v

2 1 4 2 * |V

3x 5 6 3% * | x|V

4k 5 6 4% * | x| x|V

Hx 6 6 Hx * | % | x| x|V

6 6 6 6 * | x| x| x| x|V




15 Homomorfismy jazyku

e homomorfismus na abecedé je funkce h: ¥, — 33, ktera pfitazuje kazdému sym-
bolu z ¥ Tetézec nad abecedou X9

e definici h rozsitime na tetézce w = w; ... w, € X, kde h(w) = h(w,) ... h(w,) € 3%
(zobrazime zv14st kazdy symbol v fetézci w)

e homomorfismus muzeme dale rozsitit jako operaci nad jazykem, kde pro L C ¥} je
h(L)={yeX|ze LAh(x)=y}

e inverzni homomorfismus definujeme jako h'(y) = {z € X% | h(z) = y} a
analogicky pro jazyky h™'(L) = {x € 3} | h(z) € L}

e pokud je jazyk L reguldrni, pak h(L) je také reguldrni (to samé plati i pro h=*(L))
e méjme abecedy ¥ = {a,b,c,d} a 3y = {0,1,2} a homomorfismus hy: ¥; — X3,
kde hy(a) = 02, hy(b) = 21, hy(c) = 10, hy(d) = ; urcete:
— hi(adbeedda) =

— hi(0221) =

— hi(L), kde L = {a"b*c" | n € Ny}

e méjme abecedu ¥ = {a, b, ¢} a homomorfismus hy: ¥ — ¥* kde he(a) = aa, ho(b) =
ba, hy(c) = a; urcete:
— hy ' (aabaaabaa) =

— ho(L), kde L = {a? | p je prvocislo}

— hy'(L), kde L = {w € {a}* | |w| = 2n, pro n € Np}

e pro ¥; = {0,1} a ¥y = {a} zkuste najit homomorfismus h: ¥; — X3 takovy, ze
pro véechna w € 7 plati |h(w)| = 2", kde |w| =n



16 Pumping lemma
e uzitecny néstroj, ktery umoznuje dokazat, ze dany jazyk neni reguldrni (neumoznuje

dokéazat, ze jazyk je reguldrni)

e Pumping lemma: necht L je reguldrni jazyk, pak existuje konstanta p € N, tak zZe
kazdy tetézec w € L délky aspon p lze rozdélit na tii ¢asti w = xyz, které splnuji:
(1) |y >0
(2) [zyl <p
(3) wy‘z € L pro viechna i > 0
e pokud je jazyk L konecny (a tedy i reguldrni), pak lemma plati trividlné — p zvolime
vetsi nez je délka nejdelsiho tetézce v L
e postup pri pouziti lemma v dikazu sporem:
1. predpokladame, ze dany jazyk je regularni a tedy musi existovat p € N z lemma
(nikdy nevolime konkrétni p, protoze pokud L neni reguldrni, p neexistuje)

2. zvolime vhodny fetézec w takovy, ze |w| > p (w je tedy néjak vyjddieno
pomoci p; opét nikdy nevolime konkrétni fetézec!)

3. ukdzeme, ze pro kazdé rozdéleni w = zyz spliujici podminky (1) a (2) z lemma
existuje 4, tak ze xy'z nelze napumpovat dle bodu (3)

e dokazte, ze jazyky nejsou regularni (popiste celou ivahu!):

1. Ly = {ww | w € {a,b}*}

2. Ly = {a™ | n je prvocislo}



17

Gramatiky a derivace
gramatika je dalsi zpusob jak zapsat jazyk (nejen reguldrni!, gramatiky jsou mno-
hem silngjsi model nez koneéné automaty/RE)
Definice: gramatika je reprezentovana usporadanou ¢tverici G = (N, X, P, S), kde:
. N je mnozina neterminélu (znacené jako velkd pismena)
. ¥ je mnoZina terminali (symboly abecedy), plati SN N = ()
. P je mnozina pravidel ve tvaru P C V*NV* x V* kde V =NUX

.S je pocatecni neterminal

[ N

pravidlo @ — [ chapeme tak, ze pfi jeho aplikaci se o prepise na

relaci pfimého odvozeni v =g 0 chédpejme jako aplikaci konkrétniho pravidla na
fetézec v = nap, jehoz vysledkem je fetézec nBp, neboli:

nap =g nBp

kde n,p € V* a a — [ je prave aplikované pravidlo gramatiky G (pokud je grama-
tika zfejmé z kontextu, pak muzeme oznaceni G u Sipky vynechat)

= ¢ umoziuje pii odvozeni aplikovat libovolny pocet libovolnych pravidel (podobné
:>§ umoznujé presné k aplikaci, :>§k maximalné k aplikaci atd.)

derivace oznacuje proces, kdy na fetézec aplikujeme koneény pocet kroktu odvozeni
=1 znaci nejlevéjsi derivaci — prepisujeme vzdy podle nejlevéjsiho neterminalu

jazyk generovany gramatikou G definujeme jako L(G) = {w € X* | § =§ w}
(Fetézce v jazyku G uz neobsahuji netermindly)

méjme gramatiku Gy (ve zkrdcené notaci — pravidla pro jeden netermindl jsou na-
psand na jednom radku oddélend pomoci ’|’):

S— XSX|R
R — aThb | bTa
T—-XTX|X|e
X —=alb

1. jaké jsou neterminaly a termindly v G;?

2. napiste tii tetézce z L(Gy)

3. rozhodnéte zda plati S =* aabba

4. rozhodnéte zda plati S =* babbab

5. rozepiste nejlevejsi derivaci S =, ababab



18 Regularni gramatika (typ 3)
e gramatika G = (N, X, P, S) je regularni, pokud jsou vSechna pravidla ve tvaru:

1. A — aB (netermindl generuje jeden terminal nasledovany jednim neterminélem)
2. A — a (netermindl generuje pouze jeden termindl)
3. S — &, pokud se S nevyskytuje na pravé strané jakéhokoliv pravidla (pouze

pocateéni netermindl muze generovat generovat prazdny fretézec)

e kazda regularni gramatika G popisuje néjaky regularni jazyk, a proto lze prevést na
NFA Ag = (N U {Qf}, Z, 5, S, F), kde:
— Ag ma jeden stav pro kazdy netermindl B € N a navic jeden stav ¢
— pocatecni stav S odpovida stavu pocatecniho netermindlu
— F obsahuje stav ¢f, a pokud G obsahuje pravidlo S — ¢, paki S € F
— pro kazdé pravidlo A — aB pridame prechod §(A,a) = B a pro pravidla ve
tvaru A — a priddme prechod §(A, a) = ¢y

e navhrnéte regularni gramatiky pro jazyky:

Ly = {w € {a,b}* | |w| € {0,3,5}}

Ly = {w € {a,b}* | w zac¢ina a konéi stejnym fetézcem aa nebo bb}



19 Bezkontextova gramatika (CFG, typ 2)

e gramatika G = (N, X, P,S) je bezkontextovd (zkratka CFG z context-free gram-
mar), pokud jsou vsechna pravidla ve tvaru A — «, kde o € (X U N)*, tedy
neterminal generuje libovolny fetézec terminédlu a neterminalu

e jazyk je bezkontextovy, pokud jej generuje néjaka bezkontextova gramatika

e pokud je gramatika G bezkontextova, tak to nemusi znamenat, ze jazyk L(G) neni
regularni — mnozina jazyku, které lze generovat pomoci CFG, je totiz nadmnozinou
reguldrnich jazyku (a podmnozinou kontextovych jazyku)

e navhrnéte bezkontextové gramatiky pro jazyky:

Ly ={w € {a,b,c}* | w=w"}

Ly = {w € {a,b,c}* | w obsahuje aspon tfi znaky a}

L3 — {a3n+2b2n | n > 1}

Ly=A{we{p,—,—,V,A,(,), true, false}* | w je formule vyrokové logiky}
piiklad: "= (pApp)” € Lya”)(VpA” & Ly (p,pp, ... jsou ruzné proménné)

Ls = {a™™ | n # m}



20 Derivac¢ni stromy a viceznacnost CFG

e derivacni strom je datova struktura reprezentujici proces odvozeni fetézce v CFG

e Definice: strom 7" nazveme derivacnim stromem tetézce o € (XU N)* podle CFG
G = (N,%, P,S), praveé kdyz plati:
1. kazdy uzel je oznacen symbolem z N U X U {e}, pficemz kofen je oznacen S
2. nelistové (vnifni) uzly jsou oznaceny pouze netermindly

3. pokud ma nelistovy uzel oznac¢eni A € N a jeho potomci zleva doprava oznaceni
Xi,..., Xy, pak v G existuje pravidlo A — X; ... X}

4. pokud je uzel oznacen ¢, pak je list a nemé zaddné sourozence

5. zretézenim listovych uzlu dostaneme a, neboli « je derivace stromu T

CFG G je vicezna¢ni/nejednoznaénd, pokud existuje tetézec S =* «, ktery je
derivaci aspon dvou ruznych deriva¢nich stromu

bezkontextovy jazyk je jednoznacny, pokud existuje jednozna¢na gramatika, ktera
jej generuje (je rozdil mezi jednoznaénosti gramatiky a jazyka, ktery generuje)

pro nékteré bezkontextové jazyky neexistuje jednoznacné gramatika, takovy jazyk
je dédiéné viceznaény (napt. jazyk L = {a't’c* | i =7V j=k})

e méjme gramatiku G, = ({9, 51,52, A, B,C}, {a,b,c}, P,S) pro jazyk L:

S—>51|SQ A—)CLAb|€
S1 — AC B — bBc| e
Sy — aSy | B C—cCle

1. sestavte derivacni strom k fetézcum bbce a aaabbbee

2. sestavte dva ruzné derivacéni stromy k jednomu fetézci



21 Chomského normalni forma (CNF)

e CNF (zkratka z Chomsky normal form) je zjednoduseny tvar CFG, ktery ndm
usnadni dokézat néktera tvrzeni a dale jej pouzijeme v algoritmu CYK

e do CNF lze prevést kazda bezkontextova gramatika

e CFG G = (N,X, P,S) je v Chomského normélni formé, pokud jsou vsechna jeji
pravidla ve tvaru:
1. A — BC (neterminél generuje dva netermindly)
2. A — a (netermindl generuje pouze jeden termindl)
3. S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé strané jakéhokoliv pravidla (pouze
pocatecni netermindl muze generovat generovat prazdny fetézec)

e méjme CFG G, = (N, X, P, S), kde N ={S,A,B,C,D,E,F} a¥x ={a,b,c,d}:

S — ASA|Ca e
A— SlaB|Ca
B — acB | bE
C — acac| Da | e
D — dSS | E|aa
E — ¢B | acE
F—bD|ED

prevedeni G; do CNF provedeme v néasledujicich krocich (zélezi i na jejich poradi):
1. odstranime pocate¢ni neterminal z pravé strany vsech pravidel

e pokud se pocatecni netermindl S vyskytuje na pravé strané néjakého pravidla,
vytvoiime novy neterminal S’ a ptiddme nové pravidlo S — S

e zvolime S’ jako novy pocateéni neterminal G



2. odstranime e-pravidla

e odebereme libovolné pravidlo ve tvaru A — ¢, kde A neni pocatecni neterminal
e dale pro kazdé pravidlo B — a obsahujici A na pravé strané:

(a) pridame do G novéa pravidla ve tvaru B — 3, kde f3 je fetézec a, ve kterém
kazdy vyskyt A muze byt nahrazen e (napf. pro pravidlo B — a«AGAvy € P
pridame B — afAy | aABy | af7)

(b) pokud je pravidlo ve tvaru B — A, pak pfiddme nové pravidlo B — ¢,
ale jen v piipadé, ze jsme takové pravidlo jiz neodstranili (jinak by mohlo
dojit k zacykleni)

e tyto kroky opakujeme, dokud neodstranime vsechna e-pravidla (kromé S — ¢,
kde S je startovni netermindl)

3. odstranime jednoducha pravidla

e pravidla ve tvaru A — B, kde B € N, nejsou v CNF povolena (muzeme
vygenerovat vzdy jen dva netermindly)

e kazdé takové pravidlo A — B odstranime z G, a poté pridame nové pravidla
A= ar|...| o, kde B— ag | ... | ap jsou vsechna zbyvajici pravidla s B
na levé strané, které jsme pii tomto procesu jiz neodstranili (jinak by mohlo
opét dojit k zacykleni)



4. odstranime zbytecné neterminaly, které nic nederivuji

e iterativné pocitame mnozinu neterminalu N;, které generuji termindalni fetézec
e na zacdtku polozime Ny = () a postupné pocitdme dalsi mnoziny netermindlu
N, =N, U {A | A— o, o (Ni—l U E>*}, V}'fpoéet konci pokud N; = N;_4

e necht N, je posledni vypoéitand mnozina N;, pak z G odstranime vSechny
netermindly z N \ N, a pravidla, v nichz se tyto symboly vyskytuji

5. odstranime nedosazitelné symboly

e iterativné pocitame mnozinu symbolu V; C X U N, které lze vygenerovat z
pocatecniho neterminalu

e na zacdtku polozime Vy = {S} a postupné pocitdme dalsi mnoziny symbolu
Vi=VijU{X|Ae V1 NA—saXFeP kdeAe Naa,f € (NUX)};
vypocet kon¢i pokud V; =V,

e necht V, je posledni vypoéitand mnozina V;, pak z G odstranime vsechny ter-

minaly i neterminaly, které nejsou v V., a pravidla, v nichz se tyto symboly
vyskytuji (formélne N'= NNV, X' =¥NV,a P'=Pn (V. x V)



6. nakonec prevedeme pravidla do spravného tvaru
e porad nam jesté zbyvaji pravidla, které generuji kombinace terminalu a neter-
minalu, nebo vice nez dva symboly

e pro kazdy termindl a € ¥ vytvoiime novy netermindl (a) a pravidlo (a) — a,
které priddme do G jen v piipadé, ze priddme jiné pravidlo generujici (a)

e kazdé pravidlo ve tvaru A — z1...24, kde k > 3 a x4,..., 2 jsou bud ter-
minaly nebo neterminély, nahradime novymi pravidly:

A—>f1<$2...$k>, <.’B2...£L'k>—>fi‘2<.’£3...lljk>, oy <l’k_1l‘k>—>£i‘k_1§3k

kde (zy...x),. .., (Tx_17k) jsou nové netermindly a z; je (a), pokud z; = a
(tedy z; je néjaky termindl), jinak Z; je netermindl x;

e kazdé pravidlo ve tvaru A — 129, kde aspoil jeden z x1, 25 je termindl, nahrad
novym pravidlem A — #1325 (2 je (a), pokud x; = a, jinak x4, analogicky 7»)



22 Algoritmus CYK
e pro CFG G = (N, X, P,S) v CNF a fetézec w € ¥* testuje zda plati S =* w

e casova slozitost O(n?-|G]), kde n je délka ovérovaného slova w = w; . . . w, (poc¢itdme
tabulku o velikosti O(n?), pricemz vypocet jedné buiiky tabulky trva O(n))

e Pribéh algoritmu:

1. vytvoiime trojihelnikovou tabulku (viz nize) o $ifce a vysce n a pod kazdy
sloupec ¢ napiseme napiseme terminal w;
pozndmka: buika v tabulce na indexu (4, j) odpovidd mnoziné X ;, ktera ob-
sahuje netermindly A, pro néz plati A =* w; ... w;

2. inicializujeme spodni fadek tabulky: do kazdé mnoziny X;; vlozime vSechny
netermindly A, pro které existuje v G pravidlo A — w;

3. pocitame fadky od spodu tabulky: do X ; vlozime netermindl A pokud existuje
index k a pravidlo A — BC tak, ze: (i <k < j) AN B€ X;p N C € X1
pozndmka: pro kazdé A — BC postupné testujeme nélezeni B a C do dvojic
mnozin (Xm, Xi+1,j), (Xi,i+17 Xz‘+2,j)a SRR (Xi,j—lv Xj,j)

4. pokud na konci vypoctu X ,, obsahuje startovni netermindl, pak plati S =* w

e pomoci algoritmu CYK ovérte, ze Tetézec ,time flies like an arrow® lze odvodit v
gramatice G; = ({S,NP, VP, PP, DET, P}, {an, like, time, flies, arrow}, P, S):

S — NP VP
NP — DET NP | NP NP | time | flies | arrow
VP — VP NP | VP PP | flies | like

PP —- P NP
DET — an
P — like
1,5
1,4 2,5
1,3 2,4 3,5
1,2 2,3 3,4 4,5
1,1 2,2 3,3 4,4 5,5

time flies like an arrow



23 Zasobnikovy automat (PDA)

e PDA (zkratka z pushdown automaton) je nedeterministicky model podobny NFA,
ktery mé navic pristup k potencialné nekonecné pameéti v podobé zasobniku

e Definice: PDA je reprezentovan strukturou P = (Q, 3, T, 9, qo, Zo, F'), kde:

D.
6.
7.

1. @ je kone¢nd mnozina stavu

2. X je vstupni abeceda

3.

4. § je prechodové funkce ve tvaru d: Q x (X U {e}) x I' — 29%I" | kterd stavu,

' je zdsobnikové abeceda (plati Zy € I)

vstupnimu symbolu a symbolu na vrcholu zasobniku pfifadi mnozinu dvojic
(dvojice se skladaji ze stavu a Fetézce zasobnikovych symbolu)

o je pocatecni stav (plati pro ngj ¢ € Q)
Zy je symbol, ktery je jako jediny v zasobniku na zacatku vypoctu

F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavu (plati F' C Q)

e pro jednoduchost povolime i pfechody, které nejsou podminéné vrcholem zésobniku,
tedy naptiklad prechod (p,e) € §(q,,€) necte nic ze vstupu ani zasobniku

e stav vypoctu PDA popisuje konfigurace, coz je trojice (q,w,a) € @ x ¥* x I'*
obsahujici aktudlni stav, nezpracovanou ¢ast vstupniho fetézce a stav zasobniku

e pirechodova relace X F Y znamenad, ze z konfigurace X je dosazitelnd konfigurace
Y v jednom kroku (F* znaéi rozsiteni na libovolny koneény pocet krokiu)

e jazyk PDA lze definovat dvéma zpusoby:

1.

2.

pomoci koncovych stavu (podobné jako u NFA)
L(P) ={w € X" | {qo, w, Zo) F* (q,¢,a), kde ¢y € F a o € T}

prazdnym zasobnikem

N(P) ={w e X" | (g0, w, Zo) F* (g,¢,¢), kde ¢ € Q}

o m&jme PDA P, = ({1,2,3}, {a, b}, {4, B, Zo}.5, 1, Zo, {3}):

a,e—A a,A—e
b,e—B b,B—e¢

£,E—€ €, 4y—¢€
RO OO

1. jaké jsou jazyky L(P;) a N(P1)?

2. jaky muze byt stav zasobniku po precteni baaaa ze vstupu?

3. rozepiste kroky vypoctu (1, abba, Zy) H* (3,¢,¢)



24 Navrh PDA

Ly ={a'¥dd' | i,j > 0}

Ly ={a'bl |1 <j<i<2j}

Lz ={a'¥/c* | i = j neboi =k}

Ly ={w € {a,b}*" | #a(w) # #4(w), tedy pocet a a b neni stejny}



25 Prevod CFG na PDA

e PDA, stejné jako CFG, rozpoznavaji tiidu bezkontextovych jazyki, a proto muzeme
tyto modely mezi sebou prevadét

e Konstrukce: méjme gramatiku G = (N,X, P,S), pak PDA P = ({¢},%, N U
¥,0,q,5,0) takovy, ze L(G) = N(P), sestrojime v téchto krocich:

P mé pouze jeden stav, ktery je zéroven pocatecni (nema koncové stavy)

zasobnikova abeceda P obsahuje vSechny termindly a neterminaly z G

pocatecni zasobnikovy symbol je poc¢atecni netermindl S

pro kazdé pravidlo A — « priddme prechod (g, a) € 6(q, e, A)

AN R

déle pro kazdy termindl a € ¥ pfiddme ptechod (g, a,a) = {{q,¢)}

e PDA P v této konstrukei simuluje nejleveéjsi derivaci vstupniho fetézce v G na svém
zasobniku, ptricemz v kazdém kroku nedeterministicky vybere jeden z prechodu:

— prechody v bodu 4. expanduji pravidla G na zasobnik

— prechody v bodu 5. srovnavaji vygenerované terminaly se vstupem
e méjme gramatiku G, = ({E, T, F},{a,+, x,(,)}, P, E):
E—-E+T|T

T—-TxXF|F
F—(E)|a

1. preved'te G; na PDA
2. rozepiste kroky (g, (a x a), E) * (¢, ¢,¢)



26

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Pumping lemma pro CFL: necht L je bezkontextovy jazyk, pak existuje kon-
stanta p € N takova, ze kazdy tetézec s € L délky alespon p lze rozdélit na pét ¢asti
s = uvxyz, které splnuji:

1. vy >0

2. |Jvzy| <p

3. wv'xry'z € L pro viechna i > 0
intuice: L je bezkontextovy, proto existuje PDA P, ktery jej rozpoznava,; pokud
mame dostateéné dlouhy fetézec s € L, pak se v ném musi néjaky podietézec v
opakovat, pricemz P si na zasobnik ulozi vyskyty tohoto podietézce, a pozdéji je
muze srovnat s vyskyty jiného podfetézce y (proto mezi poc¢tem opakovani v a y
muze byt zavislost)

zasobnik umoznuje pouze LIFO pristup, a proto P nemuze zaroven srovnavat
vyskyty vice jak jedné dvojice; navic fetézce ze zasobniku ¢teme v opacném poradi,
nez byly ulozeny (proto L; neni CFL, pfitom {ww’ | w € {a,b}*} je CFL)

dokazte, ze nasledujici jazyky nejsou bezkontextové:

Ly ={ww | w € {a,b}*}

Ly = {d'#a’#a* |0 <i < j <k}



27 Gramatiky typu 0 a 1

e jazyky, které generuji gramatiky typu 0 a 1, jsou na rdmec tohoto kurzu, vice se
o nich dozvite v predmétu Vycislitelnost a slozitost

e gramatika G je kontextova (CSG z context-sensitive grammar nebo typ 1), pokud
jsou vSechna pravidla ve tvaru:

1. 0AB — ayB, kde A € N, v # caa,v,0 € (XUN)* (levd strana pravidla
muze obsahovat spolecné s prepisovanym neterminalem A i dalsi symboly tzv.
kontext, ktery spoleéné s A podminuje aplikovéani daného pravidla)

2. S — g, pokud se S nevyskytuje na pravé strané jakéhokoliv pravidla
e mé&jme méjme gramatiku G; = ({S, A, B,C, W, Z},{a,b,c}, P,S):
S — aBC | aSBC

aB — ab
CB—CZ bB —s bb
cCZ Wz bC' s be
Wz —-WwWcC

cC — cc
WC — BC

1. jaky jazyk generuje gramatika G;?

2. rozepiste celou derivaci fetézce aabbce

e v gramatice bez omezeneni (typ 0) povolujeme libovolnd generativni pravidla
(m&ji na levé strané alespon jeden netermindl)

e mé&jme méjme gramatiku Go = ({S, A4, B,C, D, E},{a,b}, P,S):

S — ABC Db — bD
AB — aAD | bAE | e Ea — aF
DC — BaC Eb — bE
EC — BbC C—e
Da — aD aB — Ba

bB — Bb

1. jaky jazyk generuje gramatika Gy7

2. rozepiste celou derivaci fetézce baabaa



28

Proc¢ neplati opacna implikace v pumping lemma?

pumping lemma je tvrzeni ve tvaru implikace: ,pokud je jazyk regulérni, piipadné
bezkontextovy, pak splinuje néjaké podminky*

1ze ukazat, ze opacnd implikace neplati (tedy neplati tvrzeni: ,pokud plati podminky
v lemmatu, pak je jazyk reguldrni/bezkontextovy*)

pro jednoduchost uvazujme pumping lemma pro regularni jazyky, ale protipriklad
muzeme najit i pro bezkontextové jazyky

chceme najit jazyk L,, ktery splituje pumping lemma, ale pfitom neni regularni

méjme abecedu ¥ = {a, b}, néjaky jazyk L C {b}* a jazyk L, = ({a}* - L) U {b}*;
dokazte néasledujici tvrzeni:

1. L, = ({a}" - L) U {b}* je regularni prave tehdy, kdyz ({a}" - L) je regularni

2. ({a}™ - L) je regularni prave tehdy, kdyz L je regularni

3. pokud L neni reguldrni, pak L, také neni regularni a zaroven splituje podminky
pumping lemma
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Domaci tkoly

. méjme jazyky L = {ab,ba}, M = {aa,ab} a N = {a,b}; vypiste prvky jazyku:

(a) L-(MUN)
(b) L-(M-N)

. méjme jazyky A = {a} a B = {b}; popiste obsah nekone¢nych jazyku:

(a) B-A*
(b) A*U BT
(c) (AU BT

. zamyslete se, zda obecné plati vztahy a dokazte své tvrzeni:

(a) L-(MUN) = (L-M)U(L-N)
(b) L-(M-N)=(L-M)-N

. pro jazyky nad abecedou ¥ = {0, 1,2} navrhnéte RE:

(a) {s| s neobsahuje podietézec 01}
(b) {s|s ma lichy pocet 0}

s pomoci libovolného regex editoru* si vyzkousejte napsat rozsirené™ RE pro:

(a) cela cisla a desetinnd ¢isla:

v 10 X --10  (vice nez jedno znaménko)
v -0.5 X 0.  (za teckou musi néasledovat ¢islo)
v .5 X 10.2ab  (nepovolené znaky)

(b) emailovou adresu (zde neni nutné se drzet presné syntaxe adres, staci rozpoznat
uvedené priklady):
v 1234567890@example.com X email@  (chybi doména)
v/ ____@example.com X emailexample.com (chybi @)
v/ email@example.museum X em@ail@example.com (vice jak jeden @)
v/ email@example.co.jp X my email@example.com (znak mezery)

(c) IPv4 adresu:

v’ 172.15.255.255 X 256.0.0.0 (256 je mimo rozsah)
v 172.32.0.0 X 1.0.1..255. (prebyvajici tecky)

x napiiklad https://regex101.com/ podporuje nékolik standardu pro zapis RE
x* bézné pouzivané regularni vyrazy toho umoznuji vice, nez uvadi formalni definice

méjme abecedu ¥ = {a,b} a dva jazyky A = {a}, B = {b}; navhrnéte DFA
rozponavajici jazyky:

(a) X°\ (A"- B7)

(b) At .BT . A*

. popiste (slovné nebo pseudokédem) algoritmus, ktery o DFA A rozhodne, zda jeho

jazyk L(A) je koneénd mnozina


https://regex101.com/

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. popiste prubéh algoritmu, ktery z DFA odstrani nedosazitelné stavy

zkuste si implementovat konecny deterministicky automat s rozsitrenou pirechodovou
funkci ve vasem oblibeném programovacim jazyce

pomoci sou¢inové konstrukece sestrojte DFA pro jazyk Ly U Lg, kde:

Ly ={w € {a,b}" | wmaA lichy pocet a}

Ly ={w € {a,b}" | kazdé aje nasledovano alesponn dvéma b}
determinizujte NFA ze Sekce 9

odstrante e-prechody z e-NFA zadaného tabulkou a poté jej determinizujte:

s a b €
—1 2 0 {2,3}
2 {4} {2,3} 0
3 {5} 0 0
4 0 {5} {5}
B {5} {3} 0

dokazte, ze tiida regularnich jazyku je uzaviend na mnozinovy rozdil, tj. ze pro RL
Ly, Ly C ¥* je jazyk Ly \ Lo také reguldrni

prevedfe automat pomoci konstrukce k-cest na ekvivalentni reguldrni vyraz:

(51 a b
— qo qo q1
*q1 q1 qo0

minimalizujte DFA zadany tabulkou a vysledny automat nakreslete:

CO © 0O TN © NN T

ot
S N Tt W N ~JWN N

16. dokazte, ze tiida regularnich jazyku je uzaviena na jazyk infixu, tj. pro jazyk L C 3*

je Infizx(L) ={y € ¥* | Jx,z € ¥*: ayz € L}
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18.

19

20

21.

22

23.

24

25.

26

27

. pomoci pumping lemma dokazte, ze jazyk neni regularni:
L={se{()}"]| s jespravné uzdvorkovany vyraz}
— spravné uzavorkovany je napiiklad () () nebo ((()) ()), ptricemz (() a ) ( nejsou

existuje jazyk, ktery neni podmnozinou zadného regularniho jazyka? Pokud ano,
uved'te piiklad, pokud ne, zdiuvodnéte

. pro X1 = {a,b,c,d,e} a ¥y = {0,1} najdéte homomorfismus h: ¥; — X3 takovy,
7e pro viechna w € X% plati h=(h(w)) = {w}

. jaky je jazyk generovany gramatikou G; ze Sekce 177
navrhnéte reguldrni gramatiku pro jazyk {w € {a, b, c}* | w neobsahuje podietézec abc}
. popiste konstrukei, ktera z libovolného NFA vyrobi ekvivalentni regularni gramatiku

najdéte predpis (jiny nez na slidech), ktery pro zadané n € N vytvoii NFA s n
stavy, a jehoz determinizace ma 2" dosazitelnych stavu (muzete uazovat NFA s vice
pocétecnimi stavy)

. pro bezkontextové jazyky navrhnéte gramatiku:

e Li={we{0,...,9,+,—,.,(,)}* | wje aritmeticky vyraz s desetinnymi ¢isly}
pifklad: ” (—(—0.9))4(7.+.45—3.415)” € Lga” —00.9”,7., "5++5" & Lg
o Ly ={we{a,b}* | #a.(w) # #p(w)}, tj. slova, kde pocet a a b neni stejny

navrhnéte bezkontextovou gramatiku pro minimalisticky Lisp, ktery bude umét:

e definovat proménné pomoci defvar, kde nazev obsahuje pouze znaky a-z

e definovat funkce s pevnym poctem parametru pomoci defun a s nazvem opét
jen ze znaku a-z

e provadét aritmetické operace 4, —, -, / na celych ¢islech
e konstrukce car, cdr, cons, 1list, if, let a lambda

e pro jednoduchost uvazujte, ze kazdy vyraz musi byt oddélen whitespacem .
. méjme zadanou gramatiku G = ({E, T, F'},{a,+, x,(,)}, P, E),

E—-E+T|T
TTxF|F
F—(E)|a

sestavte derivacni stromy k fetézcum:

(a) ((a))
(b) a+axa
(¢) (a+a)xa

. gramatiku z piedchoziho piifkladu prevedte do Chomského normalni formy



28.

29.

30.

31.

32.

33.

pomoci algoritmu CYK rozhodnéte zda plati S =* aabba v této gramatice:

S — AB| AD | BC
A— BA|CD|a
B—BD|CC|b
C— AB|a

D — BB| AC| b

necht G je libovolna gramatika v CNF a w € L(G)\{e} je neprdzdny retézec; jak4 je
minimaln{ a maximalni délka odvozeni fetézce w v G (pocet provedenych derivaci)?
pro své tvrzeni uved'te dikaz

sestavte PDA k jazykum:

Ly = {a¥b?2 | i > 1}
Ly = {x1#xott ... H#ap | k> 2,2, € {a,b}", az; = a:f pro néjaké ¢ # j}
Ly ={a#ty | z,y € {a,b}", |z| < [y| Aw & Pfa(y)}

pozndmka: symbol # je v tomto pripadé dalsi znak abecedy — oddélovac

zamyslete se jak se zméni mnozina jazyku rozpoznavanych pomoci PDA, pokud
model upravime tak, ze:

(a) novy model ma pouze koneény zdsobnik, tj. méjme danou konstantu k, pak
nemuzeme provést prechod, po némz by obsah zasobniku byl vétsi nez k

(b) novy model ma k dispozici dva zdsobniky, pricemz kazdy ptechod v ¢ muze
manipulovat (zapisovat i ¢ist) vzdy jen s jednim zasobnikem

méjme modifikaci PDA, ktery pracuje s celym zasobnikem, kde prechodova funkce
ve tvaru 6: Q x (L U {e}) x I'* — 29%I" j. prechody 6(q, a, z) nyni mohou byt
podminény Fetézcem z € I'* na zdsobniku namisto jen jednoho symbolu (cely fetézec
z je pii prechodu odebran ze zasobniku). Dokazte, ze tiida takto modifikovanych
PDA je jazykové ekvivalentni s normalnimi PDA.

pro nasledujici jazyky rozhodnéte zda jsou regularni, bezkontextové nebo ani jedna
z predchozich moznosti:

(a) jazyk vsech slov, jejichz délka odpovida prvocislu,
(b) libovolny jazyk, ktery generuje néjaka gramatika v Chomského norméalni formeé,
(
(d) L3, kde Ly = {a™b"™| pro n > 0},

)
)
c¢) libovolny konecny jazyk,
)
(e) L

= {a"b"a"b" | pron > 0}.



34. mé&jme gramatiku G = ({S, A, B,C, D, E},{a}, P, S}):

S — ACaB
Ca — aaC
CB— DB | FE
aD — Da
AD — AC
alk — Fa
AE — ¢

(a) rozhodnéte jakého je gramatika typu a odpoved zduvodnéte
(b) rozhodnéte zda plati S =* aaaa (pokud ano, rozepiste celou derivaci)

(c) jaky jazyk gramatika G generuje?

35. méjme jazyk L = {a'¥/dd’ | i,j € N,i > 1} U{b/ckd" | j, k, ¢ € N}; dokazte tvrzent:

(a) L neni bezkontextovy

(b) L spliuje podminky pumping lemma pro bezkontextové jazyky
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