1. Uvod do formalnich jazyk
Formalni jazyky a automaty
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Organizacni zalezitosti

m konzultaéni hodiny (kanceldr 5.044):
m Utery 13:30-14:30
m Patek 13:00-14:00
m piipadné v jiny Cas po domluvé emailem
m cvicent:
m budeme fesit Gkoly z materiali dostupnych na mém webu
m zapocet:
m zapocet se sklada ze dvou casti, tj. dvou zapocltovych testl
m z kazdé C3sti/testu potfebujete ziskat alespori 50% bodu

m kazdy test si budete moci jednou opravit
m testy se budou psat v ramci prednasek

m zkouska:
m bude uptesnéna pozdéji, pravdépodobné Gstni
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Literatura

m Formalni jazyky a automaty | (Cerna, Kretinsky, Kucera, 2006)
m odkaz: https://is.muni.cz/elportal /?id=703389

m Finite Automata (Lawson, 2003)
m Introduction to the Theory of Computation (Sipser, 2012)

m Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation (Hopcroft, Motwani,
Ullman, 2006)
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m ; 2 Computation
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Motivace

Ptredmét Formalni jazyky a automaty

m jeden ze zakladnich obor( teoretické informatiky

m soulasti vétsiny informaticky zaméfenych obori (MFF UK, CVUT, VUT,.. )
m slouzi jako Gvod pro dalsi predméty jako Vycislitelnost a Slozitost

m mozné jako téma bakalarské prace

Proc se zabyvat jazyky?

m na data a programy mizZeme pohliZzet jako mnoziny fetézcl
m data a programy v pocitadi jsou reprezentovany pomoci posloupnosti symbold 0 a 1
m prirozend motivace studovat jejich vlastnosti a jak s nimi pracovat

m studium vypocetnich modeli

m jak silny model potfebujeme k fesSeni riiznych problémi

m zacneme u téch jednoduchych a postupné budeme prechazet k silnéjSim
m modely, které budeme studovat maji spoustu redlnych aplikaci

m regularni vyrazy, prekladace, modelovani diskrétnich systémd,. . .
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Abeceda

Intuice: abecedu budeme chépat v jejim prirozeném vyznamu, tedy jako soubor znaki,
které mohou byt pouzity k vytvoreni fetézci

Definice
Abeceda ¥ je libovolnd konecna neprazdnd mnozina.

m prvky abecedy se nazyvaji znaky, ptipadné symboly
m spousta prikladi ze Zivota:

m latinské pismo {a,b,c,...,z}, japonské pismo {77, &, J,...}, atd.
m binarni abecedy {0, 1} nebo {true, false}

m znakovd sada ASCII {0,...,9,a,...,2,A,..., Z,NULL,LF,...}

m mnozina klicovych slov jazyka C: {if, for,while,...}

m symboly vyrokové logiky {—,V, A, (,), ¢, ¥ ...}

®m a mnoho dalSich prikladd. ..

m kaZdou abecedu Ize zakédovat pomoci binarni abecedy
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Retézec
Definice

Retézec w = w; ... w, nad abecedou ¥ je libovolna kone¢na posloupnost znakii této
abecedy, tj. w € ¥* (plati w; € ¥ pro véechna i =1,...,n).

m délka fetézce w = wy ... w, se znali |w| =n
m prazdny Fetézec se znadi € a plati pro néj |e| =0
B X* oznaluje mnozinu vsech fetézcl nad abecedou X

m YT = 3%\ {e} oznaluje mnoZinu viech neprazdnych Fetézcl nad X

Priklad

Mé&jme binarni abecedu ¥ = {0, 1}, pak:
pro fetézec w = 101010 € ¥* je |w| =6
¥ = {¢,0, 1,00, 01, 10, 11, 000, . ..}

>+ = {0,1,00,01, 10, 11,000, ...}

Poznamka: mnoziny fetézcli budeme psat v tzv. lexikografickém usporadani
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Jazyk

Jazyk nad abecedou ¥ je libovolnd podmnozina »*.

Definice J

m zakladni problém: umét rozhodnout zda fetézec patii do daného jazyka
m jazyky budeme délit do tfid podle toho jak silny model potfebujeme pro jejich
rozhodovani/generovani

Zakladni déleni
konecné jazyky:
m napfiklad mnozina slov &eského jazyka (pfiblizné 250 000 slov)
m je jednoduché ovéfit zda néjaky fetézec do takového jazyka patii
m reprezentace pomoci vyCtu prvki
m z naseho pohledu trividlni a nezajimavé
nekonecné jazyky:
m napriklad mnozina vSech syntakticky korektnich programi jazyka C
m ovérit naleZeni do takového jazyka mize byt velice tézké nebo dokonce nemozné
m reprezentace pomoci néjakého verifikatoru/generatoru (pokud je to mozné)
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Priklady jazyki

Priklad
Trivialni jazyky nad libovolnou abecedou X jsou () (nejmensi) a ¥* (nejvétsi).

Priklad
Jazyk L korektné zapsanych emailovych adres nad abecedou ASCII, kde naptiklad

jiri.balun@Qupol.cz € Ly jiri@QbalunQupolQcz & Ly
Ize jednoduse verifikovat pomoci tzv. koneénych automati (viz pozdéji).

Priklad
Jazyk Lo druhych mocnim nad abecedou ¥ = {0,1,...,9} definovéan jako

Ly = {w € ¥* | &iselnd hodnota w je druhd mocnina pro néjaké n € N},
kde napriklad 25 € Lo a 42 & Lo, nelze rozhodovat bez vypoctu druhé

mocniny/odmocniny — uz potfebujeme mnohem silnéjsi model.
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Operace s retézci

Definice
Pro libovolné fetézce x = 21 ...z, a Yy = ¥y1 . . . Y definujeme

m binarni operaci zfetézeni z - y (nebo zkracené zy):

Y = Tl o o o Bl = o o Wi

® unarni operaci n-té mocniny x":

Priklad
Pro fetézce x = lorem, y = ipsum a z = dolor
m -y -z = loremipsumdolor

m 23 = loremloremlorem
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Operace s jazyky

Definice
Pro libovolné jazyky L, L a Ly definujeme
m klasické mnozinové operace priinik, sjednoceni, doplnék (vzhledem k ¥*), ...

m binarni operaci zietézeni jazykt L; - Lo:
Ll'L2:{$y’$€L1Ay€L2}

® unarni operaci n-té mocniny L™:

Ln:{{s} pron =0

L-L™' pron>0

m unarni operaci Kleeneho uzavér L* a jeho variantu bez nulté mocniny L*:
o0 (©.9]
rr=Jr Lt=r
n=0 n=1
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Operace s jazyky — priklady

Priklad
Pro jazyky L1 = {0,00}, Ly = {1,11} a L3 = {10} mame

Ly - Ly = {01,001,011,0011}

Ly - Ly = {10,100, 110,1100}
L} = {0%,0%,0%,0%
Lt = {&,0,00,000,...} = {0}
L3 = {10,1010,101010, ...}

Priklad
Mé&jme jazyk L4 nad abecedou ¥ = {a} definovan jako Ly = {a? | p je prvocislo}, pak

Ly - {aa} = {aP™2 | p je prvolislo}

L2 = {a" | ¢ je nasobkem dvou prvo&isel}
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Motivacni priklad — prvni navrh
P¥iklad

Chceme ovéfovat zda fetézce nad ¥ = {.,@, a, ..., z} obsahuji emailovou adresu

Ay..oy2
oy yeeoy 2 y...,2 @
Q@
(Do

Graficka reprezentace
m uzly reprezentuji stavy, ve kterych se miizeme béhem vypoctu nachézet
m Sipka u stavu 1 oznacuje pocatelni stav a zdvojené stavy jsou akceptujici

m hrany a jejich popisy reprezentuji prechody mezi stavy — definuji priibéh vypoctu
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Deterministicky konecny automat

Intuice: automat je jednoduchy abstraktni vypocetni model (algoritmus), ktery realizuje
rozhodovaci problém nélezeni do jazyka

Definice \
Deterministicky kone¢ny automat (zkracené DFA z deterministic finite automaton) je
reprezentovan usporadanou pétici A = (Q, X, 9, qo, F'), kde:

@ je kone¢nd mnozina stavil (proto nazev konecny automat)

Y. je abeceda

6 je prechodova funkce ve tvaru 6 : QQ X X — @, kterd stavu a symbolu priradi stav

qo je polatedni stav (plati qp € Q)

F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavi (plati F' C @),

m prechodova funkce ¢ je tiplna (je definovana pro kazdou dvojici stavu a znaku)
m nestane se, ze by automat nevédél jak pokracovat ve vypoctu

m prechodové funkce ¢ je deterministicka (vysledkem je vzdy jeden stav)
B mame zaruceno, ze automat je vzdy pravé v jednom stavu
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Motivacni priklad — popis automatu
P¥iklad

Chceme ovéfovat zda fetézce nad ¥ = {.,@, a, ..., 2z} obsahuji emailovou adresu

Qy...,2
Oy y 2 Qy...,2 @
@
0N

Zkonstruujeme DFA A; = (Q, X, 9, qo, F') tak, Ze popiseme jeho jednotlivé ¢asti:
mQ=1{1,23,4}, ¥={.,Qa,...,z},qo=1a F = {3}
m prechodovou funkci d Ize reprezentovat jako relaci 6 C @ X 3 X Q:

m {(1,.,1),(1,a,1),...,(1,2,1),(1,@Q,2),(2,a,2),...,(2,22),(2,.,3),(2,Q,4),...}
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Vypocet DFA
Intuice: vypocet si Ize predstavit jako priichod grafem automatu, v némz hrany volime
podle prechodové funkce (pro kazdy fetézec existuje pravé jedna cesta z kazdého stavu)

Definice J

Konfigurace je dvojice stavu a fetézce (g, w) € Q x X*, kterd popisuje aktualni stav DFA.

Pribéh vypoctu DFA
m vypolet za¢ina v konfiguraci (go, w) s fetézcem w = w; ... w, € ¥* na vstupu

m v kazdém kroku DFA, ktery je v konfiguraci (g, w; ...w,), zpracuje prvni znak vstupu
m precte prvni symbol w; a ze vstupu jej odebereme
m na zékladé prechodové funkce se vypoditd novy stav p = §(g, w;)
m DFA prejde do nové konfigurace (p, w;t1 ... wy)
m vypocet kondi v konfiguraci s prazdnym vstupem, tj. ve tvaru (g, ¢)
m pokud g € F' je koncovy stav, pak dany DFA pFijima w
m v opacném pripadé g ¢ F' dany DFA zamita w
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Rozsirena prechodova funkce

Definice

Rozsifenou prechodovou funkci 5 Q x ¥X* — (@ definujeme pro dvojici stavu g € @ a
fetézce s = $1...8, € X" nasledovné:

d(g,8) =< =
(@) 0(0(q,81),82---5n) pro s # ¢

2 {q pro s =¢

m jednd se pouze o syntakticky cukr, ktery ndm usnadni zapis
m naptiklad misto §(8(8(q, s1), s2), s3) miizeme psat jen d(q, s15253)

m v&téinou nebudeme rozligovat mezi § a 4, tj. budeme psat rovnou §(q, s15253)
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Motivacni priklad — pribéh vypoctu

Priklad
Vypoéet DFA Ay = ({1,2,3,4},{.,Q,a,...,z},0,1,{3}), ktery ovéfuje emailové adresy

Qy...\2
o Qyeey 2 Ay...,2 @
@
o

m A; zamitd fetézec @QbQ, protoze 6(0(5(1,@),d), @) = §(5(2,b),@Q) = §(2,@Q) =4 ¢ F

m A, prijima fetézec jiri.balunQupol.cz, protoze 3(1,jiri.balun@upol.cz) =3€eF

m A prijima i fetézec @., protoze 3(1,@.) =3 € F ...to ale neni emailova adresa
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Motivacni priklad — oprava

Priklad
Novy DFA Ay = ({1,2,3,4},{.,Q,a,...,2},d,1,{3}) ovéfujici emailové adresy
Oy sy 2 ...\ 2 a,...,2
ay...,2 @ Ay...y2

m nyni Ay zamita fetézec .Q, protoze §(1,.Q) =7 & F

m Aj vyzaduje aby kazda ¢ast adresy (lokalni i domény) byla neprazdna
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Regularni jazyk

Definice
Jazyk DFA A = (Q,%, 6, qo, F) definujeme jako L(A) = {s | 6(qo,s) € F}.

m fikdme, ze A rozhoduje/rozpoznava jazyk L(A)
m tfida jazyki, které jsou rozhodovany pomoci DFA jsou tzv. regularni jazyky
m kazdy DFA rozpoznava néjaky regularni jazyk
m kazdy regularni jazyk rozpoznava néjaky DFA
m DFA lIze tedy chéapat jako formalismus pro definovani regularnich jazyki
® je to matematicky model — nic nefika o konkrétni implementaci
m implementovany ve vSech soucasnych programovacich jazycich
m verifikaci regularnich jazykl miZzeme provadét na pocitaci
m z uvedenych prikladi:
m kazdy konecny jazyk je regularni
m jazyk emailovych adres je regularni (sestrojili jsme DFA, ktery jej rozhoduje)
m jazyk druhych mocnim nebo {a? | p je prvocislo} nejsou regularni (ukazeme pozdéji)
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Neuaplna prechodova funkce

m DFA mizeme definovat i s neliplnou prechodovou funkci

m v prechodové funkci nemusi byt vSechny prechody definovany
m pokud ma automat provést nedefinovany prechod, okamzité dany fetézec zamitne

Véta
Ke kazdému DFA A existuje DFA A’ s Gplnou prechodou funkef takovy, ze L(A) = L(A').

Diikaz

Zkonstruujeme A’ dodefinovanim chybéjicich prechodi v pivodnim A = (Q, X, 6, qo, F).
Do A pridame novy nekoncovy stav ¢*, tzv. sink state.

Pro kazdy nedefinovany prechod 6(q, a) definujeme §'(q,a) = ¢*.

Definujeme prechod §'(q*, a) = ¢* pro kazdy znak a € 3.

Ziskali jsme poZadovany automat A’ = (QU {¢*},%,0 Ud’, qo, F).

Ocividné plati L(A) = L(A’), protoze upravujeme jen vypolet pro zamitnuté Yetézce. [
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