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Priklad: jazyk obsahujici jen prazdny retézec

B nejprve si predstavime tfi jednoduché jazyky, na nichz budeme vlastnosti demonstrovat

m pro Ucely této prednasky si jednotlivé jazyky a automaty pojmenujeme

Priklad

Mé&jmé jazyk L. = {e} obsahujici pouze prazdny Fetézec.

FoOR0

m DFA ktery jej rozpoznava oznaéime A. = (Q., {a,b},d,0,{0})

m A. zamitne pokud vstupni fetézec obsahuje aspon jeden znak

2/23



Priklad: pocitani délky slova

P¥iklad
Mé&jmé jazyk Li0q = {w € {a,b}* | plati, Ze |w| =0 (mod 4)}.

H

b
a,b a,b
a,b

m DFA ktery jej rozpoznava oznacime Aod = (Qmods {@, b}, dmod, 0,{0})
m kazdy stav (jeho pojmenovani) odpovida aktualni délce slova modulo 4

m pridanim/odebranim stavi Ize zobecnit pro jazyky slov délky pro obecné n € N
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Priklad: pocitani vyskytii znaku

P¥iklad
Méjmé jazyk Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje alespon 2 znaky a, tj. #,(w) = 2}.

SORNCREC

m DFA ktery jej rozpoznava oznacime Ay = (Q4,{a,b},04,0,{2})

m kazdy stav (jeho pojmenovani) odpovidd aktudlnimu poétu pfectenych symboli a
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Doplnék regularniho jazyka

Véta
Necht L C ¥* je regularni jazyk, pak jazyk L = X* \ L, ktery je jeho dopliitkem vzhledem
k univerzu >*, je také regularni.

Dikaz

Idea: V automatu, ktery rozpoznava L prohodime koncové a nekoncové stavy.

Jazyk L je regularni, proto existuje DFA A = (Q, %, 4, qo, ') takovy, ze L(A) = L.
Sestrojime novy DFA A = (Q,X%,6,q0,Q \ F) a ukdzeme, ze L = L(A) = X*\ L(A):

m dle definice w € L(A) pravé kdyz 6(qo, w) € Q \ F,
m to je ekvivaletni s 0(qp, w) &€ F', a tedy plati w € L(A). Ol

m Dasledek: tfida regularnich jazyki je uzaviend na doplnék
m vSimnéte si, ze diikaz nefunguje pokud by DFA A mél nelplnou pfechodovou funkci
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Priklad: doplnék
Priklad
DFA rozpoznavajici jazyky Lyeq a E#:

H: a,b @

a,b a,

S b
O RO,

a) DFA A, 04 b) DFA Ay

a) Amod = (Qmod; {a7 b,}’ dmod; 0, {17 2, 3})
m rozpoznava jazyk Ly,.q = {w € {a,b}* | plati, ze |w| # 0 (mod 4)}

b) A# E (Q#, {CL, b}, (5#, 0, {0, 1})
B rozpoznava jazyk Lu = {w € {a,b}* | w obsahuje nanejvys 1 znak a, tj. #,(w) < 1}

S
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Soucinovy DFA

Intuice: soucinovy automat simuluje béh vice automatd najednou.

Definice

Pro libovolné dva DFA Ay = (Q1, %, 01,401, F1) a Ay = (Q2, %, 2, qo,2, F>) nad abecedou
¥ definujeme soucinovy DFA jako A; x Az = (Q1 x Q2,%,9, (g0.1,qo,2), F), kde:

mnozina stavl obsahuje vSechny dvojice stavii (g1, ¢2), kde ¢1 € Q1 a g2 € Q2,
abeceda ¥ zlstava stejnd (A1 a A2 musi byt nad stejnou abecedou),
0({q1,q2),a) = (61(q1,a), 02(q2,a)) pro véechna a € %,

pocatecni stav (go,1, qo,2) je dvojice pocatecnich stavii z A a As,

mnozinu koncovych stavii F' zvolime podle G¢elu A x Ay (viz. déle).

m konstrukci Ize analogicky rozsifit pro libovolny konecny soucin automatli Ay x ... x A,

m pokud A; a As jsou nad riiznymi abecedami X1 # Yo, lze je “rozsiFit":

m obé&ma nastavime ¥; U Y5 a poté ziplnime jejich prechodové funkce
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Prinik regularnich jazykui

Intuice: pouzijeme soucinovy automat, ktery pfijme pokud oba simulované automaty
pfijmou, tj. zvolime koncové stavy F' = {(q1,q2) | 1 € F1 A q2 € Fy}.

Véta

Pokud L; a Ly jsou regularni jazyky, pak L1 N Lo je také regularni jazyk.

Dikaz

K jazykiim Lq a Lo existuji automaty A; a Ao, takové ze:

A1 = (Q1,%,01,q90,1, F1) a L(A1) = Ly,

Az = (Q2,%,02,q902, F2) a L(A2) = La.

Zkonstruujeme A; X Ay s mnozinou koncovych stavi F' = {{(q1,¢2) | ¢1 € F1 A q2 € F»}.

Potom plati: w € L(A; x Ag) pravé kdyz 6({qo,1,q0,2),w) € F, coz je ekvivalentni s
01(qo,1, w) € F1 a zéroven 62(qo2,w) € Fy, a proto w € Ly N Lo. O

m Diisledek: tfida regularnich jazykl je uzaviena na prinik
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Sjednoceni regularnich jazyki

Intuice: pouzijeme soucinovy automat, ktery pfijme pokud alespon jeden simulovany
automat prijme, tj. zvolime koncové stavy F' = {(q1,q2) | ¢1 € F1 V q2 € F3}.

Pokud L; a Lo jsou regularni jazyky, pak L1 U Lo je také regularni jazyk. |
O I

Analogicky jako u priiniku.

m Dasledek: tfida regularnich jazykil je uzaviena na sjednoceni
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Priklad: sjednoceni regularnich jazyki

Priklad
Soucinovy DFA A,,.q X A- s mnozinou koncovych stavi
F ={(0,0),(1,0), (2,0),(3,0),(0,1)} rozpoznavd jazyk L(Amoa) U L(Ae):
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Priklad: pranik regularnich jazyki

Priklad
Soucinovy DFA A,,0q X Az s mnozinou koncovych stavi F' = {(0,0)} rozpoznava jazyk
L(Apmod) N L(A:) = Le:
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Nedosazitelné stavy

Intuice: stav ¢ je dosazitelny pokud do néj v grafu automatu vede cesta z pocatecniho
stavu, tj. d(qgo, w) = ¢ pro néjaké w € ¥*. V opaéném pripadé je ¢ nedosazitelny.

Véta

Ke kazdému DFA A = (Q, X, 9, qo, F) existuje DFA A% takovy, Ze vSechny stavy A%
jsou dosazitelné a zaroven L(A) = L(A%°).

Dikaz

Idea: Zkonstruujeme automat A%“¢ tak, ze “zmensime” A.

Mnozinu dosazitelnych stavii v A definujeme jako S = {¢ | Jw € ¥*: d(qo, w) = ¢},

poté definujeme A% = (S, %, 5%, qo, FNS), kde §%¢ =N (S x X x 9),

evidentné plati L(A%€) C L(A), jelikoz A% vznikl jen odebranim stavd,

L(A) C L(A"“) plati protoze pro kazdé w € L(A) je (qo,w) = g5 € F, kde g5 je
dosazitelny stav, a tedy ¢y € S a 0°““(qo, w) € F'NS.
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Test na neprazdnost jazyka

Intuice: jazyk libovolného automatu je neprazdny pravé kdyz je dosaZitelny aspon jeden
jeho koncovy stav.

Véta
Méjme DFA A = (Q, X, 4, qo, F'), pak L(A) # () pravé kdyz existuje takovy w € X*, ze
plati d(qo,w) € F.

Diikaz

Stadi vypocitat A%“ a ovérit, zda je jeho mnozina koncovych stavi F*““ prazdna. Pokud
tedy F'%¢ = (), pak libovolny ¢y € F® je dosaZitelny a dle definice existuje w € X*
takovy, ze 0(go, w) € F*°. V opaéném piipadé Fc =), a tedy L(A*“) =0 = L(A). O

m tento problém pouzijeme k rozhodovani inkluze a rovnosti regularnich jazyki

m A% |ze vypocitat pomoci klasickych algoritmi na priichod grafu v polynomiélnim ¢ase
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Rozhodovani rovnosti regularnich jazyku

Intuice: rozhodneme neprazdnost jazyka soucinového automatu, ktery prijma v pripadé, ze
pouze jeden simulovany automat pfijme (nalezne protiptiklad), tj. zvolime koncové stavy:

F={{g,@)|(@meFRNpéFR)V(in¢FiANgpeF)}

Véta
Problém rovnosti Ly = Ly dvou regularnich jazykd L; a Lo je rozhodnutelny.

Dikaz

K jazykiim Ly a Lo existuji automaty A; a Ao, takové ze:

u AZ — (QZ: 2567;7(]0,7;7}72') a L(AZ) — LZ pro 1€ {1)2}

Zkonstruujeme A; X A s mnozinou koncovych stavl F' pro ktery plati, ze Ly = Ly pravé
kdyi L(Al X AQ) = @

Plati: w € L(A; x Ag) # 0 pravé kdyz 6({(qo,1,qo,2), w) € F, coz je ekvivalentni s:
01(qo,1, w) € F1 a zaroven 62(qo2,w) & F», a proto w € L1 N Lo, nebo

01(qo,1, w) & F1 a zéroven 62(qo,2, w) € F3, a proto w € L1 N L. O
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Priklad: rovnost regularnich jazyku

Priklad

Soucinovy DFA A;pq X A: s mnoZinou koncovych stavii F' = {(0, 1), (1,0), (2,0), (3,0)}
rozpoznava jazyk (Leq N Le) U (Lppog N Le) # 0, a proto Ly,eq # Le (protipfiklad

w = aaaa):
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Inkluze regularnich jazyki

Intuice: analogicky jako u rovnosti, jen zvolime F' = {(q1,q2) | 1 € F1 N q2 & F>}.
Véta

Problém inkluze L1 C Lo dvou regularnich jazykli L1 a Lo je rozhodnutelny.
Priklad

Soucinovy DFA A4 X Ac s mnoZinou koncovych stavil F' = (Qmod \ Frmod) X Fr =
{(1,0),(2,0),(3,0)} rozpoznava jazyk L,0q N L =0, a proto L. C Lyoq:
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Motivacni priklad pro nedeterminisus

Priklad

Chceme filtrovat soubory ucitého typu s odpovadajici pfiponou, jako napriklad .pdf,

.png, .gz, .tar.gz atd. pricemz i samotné jméno souboru miize obsahovat tecku.

Q)
|
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Nedeterministicky konecny automat

Intuice: rozsitime definici DFA o moZnost byt ve vice stavech na jednou.

Definice

Nedeterministicky kone¢ny automat (zkracené NFA z nondeterministic finite
automaton) je reprezentovan usporadanou pétici A = (Q, %, 9, qo, F'), kde:

Q@ je kone¢nda mnozina stavi
Y. je abeceda

§ je prechodova funkce ve tvaru 6 : Q x ¥ — 29, kter stavu a symbolu priradi
mnozinu stav(

B qo je pocatedni stav (plati ¢o € Q)
F' je mnozina koncovych/akceptujicich stavi (plati F' C Q)

m jedind zména oproti definici DFA je v prechodové funkci:

m prechodové funkce nemusi byt uplna, miZe tedy nastat d(q,a) = () (protoze () € 29)
m z jednoho stavu muze vést vice pfechodil pod stejnym symbolem, naptiklad 6(q,a) = {r, s}
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Rozsirena prechodova funkce

Intuice: vzhledem k tomu, ze NFA se miize nachézet ve vice stavech najednou, musime
umét vypocitat prechod i z libovolné podmnoziny stavi.

Definice

Rozsitenou prechodovou funkci §: 29 x ©* — 29 definujeme pro dvojici mnoziny stavii
R C Q avtetézce s = s1...S, € X* nasledovné:

0(R,s) =

A

0(Urerd(r,51),82. .. 5n) pro s # ¢

A {R pros=-¢

m § nam dava navod jak vypocitat mnozinu stav(i dosaZitelnych néjakym Fetézcem

m opét nebudeme rozli¥ovat mezi § a 4, tj. budeme psat rovnou 0(q, s15283) = {r, s}

19/23



Jazyk NFA

Intuice: NFA prijima fetézec, pokud po jeho precteni skonéi alespon v jednom koncovém
stavu.

Definice
Jazyk NFA A = (Q,%, 6, qo, F) definujeme jako L(A) = {s | 6(qo,s) N F # 0}. J

Druhy pohled na nedeterminismus

m NFA se nachazi pouze v jednom stavu (jako DFA)
® navic ale umi navic “spravné” hadat:

m kdyZ ma na vybér z vice prechodl vzdy spravné uhadne cestu ke koncovému stavu, pokud
takova cesta existuje

vvvvvv

Turinglv stroj atd.), které mezi stavy i modifikuji svoji pamét
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Priklad: vypocet NFA

Priklad
NFA Agpe = (Q,{. a,...,2},0,1,{.pdf, .png, .gz}), ktery rozpoznava jazyk pripon
soubordi L = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz}.

: f
=
-
] {lsfw pFijfme’i Yetézec .gz, protoze 0(1,.gz) N F: # 0
0(1,.92) =0({1, . _pdf, . _png, . _gz},g92z) =0({1, .g_z},2) = {1, .gz}

m Agr, zamita fetézec .c, protoze 6(1,.c)={1}a{1}nF =90
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Priklad: NFA s mnozinou pocatecnich stavii

Intuice: nedeterministické automaty jsou v literatufe Casto definovany s mnoZzinou
pocatecnich stavi, tj. m&me NFA A = (Q,%,6,1,F), kde I C Q.

Priklad

NFA A1 = (Qmoa U Qu, {a, b}, 6rmod U 0, {mo, #0}, {mo, #2}) s mnoZinou pocatecnich
stavil, ktery rozpoznava jazyk L,,q U L.

‘—,

m stavy pidvodnich automat( si nejdfive prejmenujeme tak, aby nedochéazelo ke kolizim
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Priklad: NFA po redukci pocatecnich stavi

Vice pocatecnich staviit NFA A lze lehce zredukovat na jeden

m priddme novy pocatelni stav g (je zaroven i koncovy pokud ¢ € L(A))

m pro kazdy pfechod (i,a,q) € d, kde i € I je jeden z plivodnich pocateénich stavd,
priddme do § novy prechod (qo, a, q)

Ptiklad

NFA A} = (Qumoa U Q4 U {qo},{a,b},d, q0,{q0, mo,#2}) s jednim pocateénim stavem,
1 #

ktery rozpoznava jazyk Li,oq U Ly:

b
a

a,b
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