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Motivace

Na minulé prednasce

m ukazali jsme, Ze regularni jazyky:
® jsou uzavrené na operace jako doplnék, priinik a sjednocenf{
m |ze porovnavat na rovnost a inkluzi

m rozsitili jsme koneCné automaty o nedeterminismus

Na této prednasce
m ukadzeme, ze DFA a NFA jsou vypocetné ekvivalentni

m dale rozsitime model NFA o e-pfechody (usnadni ndm dalsi konstrukce a diikazy)
m zavedeme novy formalismus, takzvané regularni vyrazy

m ukazeme jeho ekvivalenci s kone¢nymi automaty
m tim také dokdzeme uzavienost regularnich jazyki na zretézeni a Kleeneho uzavér
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Podmnozinova konstrukce

Intuice: vytvorime DFA, jehoZ stavy odpovidaji podmnoZindm stavi plvodniho NFA a
prechodovou funkci simulujeme vypocet rozsitené prechodové funkce.

Definice |
K libovolnému NFA A = (Q, X, 0N, qo, F') sestavime pomoci podmnozinové konstrukce
DFA A%* = (Qp,%,6p,{q}, Fp):

Qp = 29, tj. stavy A% jsou podmnoziny Q,

pocatedni stav je {qo}, mnozina obsahujici pouze plivodni pocateéni stav g,

koncové stavy jsou podmnoziny () obsahujici aspon jeden plvodni koncovy stav, tedy
Fp={SCQ|SNF#0},
dp: 29 x ¥ — 29 je determinisitcka prechodova funkce definovana jako:

k
6D({Q17 cee 7Qk}7a) - U 5N(qi7a)

i=1

m pri konstrukci A%t stali vypocitat jen podmnoZinu jeho dosazitelnych stavii
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Priklad: NFA rozpoznavajici pripony souborii

Priklad
NFA Asrr = (Q,{e,a,...,2},6,1,{.pdf, .png, .gz}) z minulé prednasky, ktery
rozpoznava jazyk pripon souborli Ls¢, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz}.

O
.
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Priklad: podmnozinova konstrukce

Ptiklad
DFA Agljecfv = (@p,{e.a,...,2},0p, {1}, Fp}) s jazykem L(Asf,) = L(Ag;g).

{1, ._pdf, ._png, ._gz}
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Ekvivalence NFA a DFA (=)

Véta
Ke kazdému NFA A existuje DFA A% takovy, e L(A) = L(A%),

Diikaz
Necht A%t = (Qp,¥%,dp, {qo}, Fp) je DFA ziskany pomoci podmnoZinové konstrukce z
A= (sza(sN:qmF)'

Indukci pres délku slova w € ¥* ukdzeme, ze:

dp({ao}, w) = dn(qo, )

dp interpretuje podmnoziny @ jako stavy A%t proto je tato rovnost korektné definovana.

Indukéni predpoklad: necht |w| = 0, a tedy musi platit w = €.
m Dle roziitené prechodové funkce pro DFA 6p({qo},€) = {qo},
m dle roziitené prechodové funkce pro NFA dn(qo,€) = {qo},

m dohromady dostavame 6p({qo},¢) = dn(qo, ).

6/23



Ekvivalence NFA a DFA (=)

Dikaz — pokracovani |
Indukéni krok: predpokladejme, Ze rovnost plati pro slova délky n, a necht |w| =n + 1.

m Retézec w si rozd&lime na w = za, kde a je posledni znak w, tj. |z| = n,

m z predpokladu plyne SD({qo},x) = SN(qo,x) =R, kde R C Q,

m z definice rozsirené prechodové funkce pro NFA plati:

SN(qo,w) = SN(gN(qo,w),a) = 3N(R, a) = U on(r,a)

m z definice podmnozinové konstrukce plati:

Sp({ao}, w) = 3p(5p (g0, 2),a) = Ip(R,a) = | J dn(r,a)
reR

m dohromady tedy dostavame dp({qo},w) = dn(qo, w).

Vzhledem k tomu, 7e A i A% pfijmou w pravé kdyz SD({qo},w) a SN(qo,w) obsahuji
alespori jeden koncovy stav, pak plati L(A) = L(Ad). O
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Ekvivalence NFA a DFA (<)

Intuice: V DFA stadi “pretypovat” vystup prechodové funkce, abychom ziskali NFA.

Véta
Ke kazdému DFA A existuje NFA A’ takovy, Zze L(A) = L(A").

Dikaz

K DFA A = (Q, 3,4, qo, F) sestrojime NFA A" = (Q, %, ', qo, F) tak, ze:

m v ¢ definujeme 0'(q,a) = {p} pro kazdy pfechod d(q,a) = p, ktery je v 4.

Evidentné plati L(A) = L(4’). O

m na DFA lze pohlizet jako na specialni pfipad NFA, kde pro kazdou dvojici stavu ¢ € @
a symbolu a € ¥ plati [0(q,a)| =1

m Disledek: DFA a NFA rozpozndavaji stejné (regularni) jazyky
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Mezni pripad

Véta
Pro kazdé n € N existuje NFA s n stavy takovy, ze ekvivalentni DFA sestrojeny pomoci
podmnozinové konstrukce ma 2" dosazitelnych stavi.

Idea diikazu
Pro zadané n sestrojime NFA A,, = ({1,...,n},{a,b,c},d,qo, ), ktery ma po
determinizaci 2" dosazitelnych stavi:

a,b c @ @
a,b a,b a,b

m A, nemd koncové stavy, proto lIze lehce najit mensi automat se stejnym jazykem
m prirozena otazka: existuje zplsob jak vypocitat nejmensi deterministicky automat?

m tento problém vyfeSime pozdéji pomoci minimalizace automatu
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NFA s c-prechody

Intuice: rozsifime model NFA o moznost provadét prechody i bez Cteni znaku ze vstupu.

Definice
NFA s e-prechody (e-NFA) je NFA A = (Q, %, 0E, qo, F') s prechodovou funkci ve tvaru
6p: Q x (ZU{e}) — 2¢.

m jedna se o dalsi konzervativni rozsiteni modelu konecnych automati:
m kazdy NFA je specialni pfipad e-NFA (jen neméa zadny e-pfechod)
m kazdy e-NFA Ize prevést na NFA bez e-prechodi
m proto e-NFA stejné jako DFA a NFA rozpoznavaji regularni jazyky

m definujeme e-uzavér E(S) jako mnozinu dosazitelnych stavii pomoci e-prechodi ze
stavi v S C @ (pfipadné i pro jeden stav F(q) = E({q}), kde ¢ € Q)

m Rozifenou prechodovou funkci i : 29 x $* — 29 definujeme pro dvojici mnoZiny
stavil R C () a fetézce s = s1...5, € X" nasledovné:

E(R) pro s =¢

Sp(R,s) =1 .
B(R,s) {(5E(E(UTGE(R)5E(T',81)),SQ...Sn) pro s # ¢
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Odstranéni =-prechodii

Intuice: prepolitame prechodovou funkci §r aby vracela stejné stavy i bez e-prechodi.
Véta

Ke kazdému e-NFA A existuje NFA A’ takovy, ze L(A) = L(A').

Idea diikazu |
Necht A = (Q,%,dE,qo, F) je e-NFA, pak k nému vytvofime NFA A" = (Q, X, 0N, qo, F'):

Pro kazdy stav g € Q) vypocitame e-uzavér E, = E({q}),
vypocitame 0y z 0 pro kazdy stav ¢ € @) a symbol a € 3:

5N(q,a):E< U 6E(p,a)>
pEly

oznac jako koncovy stav gy pokud plati E({qo}) N F # 0.
Indukei pres délku slova w Ize ukazat, Ze dp(qo, w) = dn(qo, w), a tedy L(A) = L(A"). [
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Priklad: odstranéni c-prechodii

Priklad
Pro e-NFA A = (Q,%,0E, g0, {5,6}) sestrojime NFA bez e-pfechodid. Vypocitame
E(1)={1,2,6,7}, E(3) = {3,4}, E(6) = {6, 7} (zbylé uzavéry jsou jednoprvkové).

Vysledny NFA A’
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Motivacni priklad pro regularni vyrazy

m definovat automat (jeho jednotlivé stavy a pfechody) v kédu by bylo nepraktické

m proto zavedeme regularni vyrazy, které |ze jednoduse zapisovat

m mnoho aplikaci: grep, sed, ovérovani formularli, nahrazovani fetézce v kédu atd.

m reguldrni vyrazy nedavaji navod jak fetézce verifikovat, musime je prevést na automat

Priklad
Chceme tsporné zapsat jazyk L, = {w | w ma pfiponu .pdf, .png, nebo .gz} nad
abecedou ¥ = {.,a,..., z}. Nejprve jej vyjadiime pomoci zfetézeni a Kleeneho uzavéru:

{a,....z}"-{.pdf,.png,.gz}

coz je ekvivalentni s vyrazem:

({yufaju...U{z})"- ({.pdf} U{png} U{gz})

na kterém lze vidét podobnost s ekvivalentnim regularnim vyrazem:

(.+a+...4+2)"(.pdf +.png + .g2)
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Regularni vyrazy (RE)

Intuice: regularni vyraz je formalismus pro Citelny a Gsporny zapis regularnich jazykd.
Definice

Regularni vyraz (RE z regular expression) nad abecedou ¥ definujeme jako:

kazdy symbol a € ¥ je a RE s jazykem L(a) = {a},

€ je RE s jazykem L(e) = {e},

0 je RE s jazykem L(0) =0,

necht E; a Ej jsou RE, pak E; + Es je RE s jazykem L(E; + E3) = L(E;) U L(E»),
necht E; a E jsou RE, pak E1Es je RE s jazykem L(EE3) = L(E;) - L(E3),

@ necht E je RE, pak E* je RE s jazykem L(E*) = (L(E))*.

svvs

m syntaxe RE v programovacich jazycich se vétSinou lisi (vice moznosti, riizné standardy)
m kvali prehlednost si zavedeme jesté regularni vyrazy pro:

m X s jazykem L(X) = Uges {a}

m ET = EE* s jazygkem L(Et) = L(E) - (L(E))*
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Priklady RE

Priklad
RE pro jazyk Ly,,q = {w € {a,b}* | plati, ze |w| = 0 (mod 4)}:

((a+b)(a+b)(a+b)(a+b))*

nebo také pomoci zjednoduseného zépisu (XX X3)*.

Priklad
RE pro jazyk L = {w € {a,b} | w # bbb}:

>*aX* + b+ bb + bbbbT

Priklad
RE pro jazyk emailovych adres nad abecedou ¥ = {.,@,a,...,z}:

(@4...+2)(+a+...+2)*Qa+...+2)T.(a+...
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Prevod RE na s-NFA
Véta
Ke kazdému RE E existuje e-NFA A takovy, ze L(E) = L(A).

Diikaz |
Strukturalni indukci pres sloZitost regularniho vyrazu E popiSeme jak sestrojit e-NFA A.

Indukéni predpoklad: zacneme u atomickych vyrazi.

Pro RE E ve tvaru a:
O——0

Pro RE E ve tvaru €:

Pro RE E ve tvaru 0:
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Prevod RE na =-NFA

Diikaz — pokracovani
Induktivni krok: predpokladame, Ze plati B, ® a H pro jednoduché vyrazy. Nyni ukazeme
jak prevést vyrazy slozené pomoci operaci +,- a *.

Necht existuji e-NFA A; a Ay (kaZdy se svym pocateénim stavem ¢gg a koncovymi
stavy g5 € I') pro vyrazy Ey a E3, pak pro vyraz E ve tvaru E; + Ey:

.

Ar

—
€ €

Ay

e |

®
®
o

>

®
®
\

Necht existuji e-NFA A, a As pro vyrazy E71 a Fs, pak pro vyraz E ve tvaru E1Es:

1@+ @}H®+®FO
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Prevod RE na =-NFA

Dikaz — pokracovani
@ Necht existuje e-NFA A pro vyraz F, pak pro vyraz ve tvaru E*:

Ke kazdé casti definice RE jsme sestrojili e-NFA, ktery rozpoznéva stejny jazyk, proto
timto postupem miizeme prevést libovolné slozity vyraz. []

m Diisledek: jazyky, které popisuji RE, jsou regularni
m tato konstrukce vytvari velké mnozstvi zbytecnych stavli a prechodi
m pfi prevodu lze vysledny automat konstruovat rovnou zjednoduseny
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Priklad — prevod RE na =-NFA

Priklad
Pro RE a(ab+cd)* sestrojime e-NFA:
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Konstrukce k-cest

Intuice: ekvivalentni RE sestrojime pomoci specialnich cest v grafu automatu, které
zacinaji v pocate¢nim stavu a konci v koncovém stavu.

Definice

Necht A= ({1,...,n},%,4,1, F) je DFA s n stavy (jsou oznacené &isly od 1 do n), pak
RE Ry, pro ktery plati L(R4) = L(A), vypocitame predpisem:

Ra=)> RY;
fer

kde jednotlivé RE Ry ; ziskame jako:
Ry = R+ R (R ) Ry
Ry= > a (proi#j)

a€¥: 6(i,a)=j
a€X: §(i,a)=1
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Konstrukce k-cest — vysvétleni

E vyraz Rﬁj je RE, ktery popisuje mnoZinu vSech cest (grafem automatu) ze stavu i do
stavu j pres stavy, jez jsou oznacené maximalné Cislem k:
Rjj = Ry '+ Ry (R )Ry
vyraz vypocitdme z jednodussich podvyrazi:
Rfj_l jsou cesty z 7 do j, které nevedou pres k
Rfkfl(R,ﬁ,zl)*R,ﬁ;l jsou cesty z ¢ do j, které vedou pres k

m vyrazy, kde k = 0, slouzi jako podminka ukonéujici rekurzi (uz jsme na drovni
jednotlivych prechodii mezi stavy i a j):

0 . .
R;j; = Z a (pro i # j)
a€X: §(i,a)=j
RY =€+ Z a
a€X: §(i,a)=1
m vysledny vyraz je soucet vSech cest z pocatecniho stavu 1 do vSech koncovych stavi:
Ra=) Ri;
fer
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Prevod DFA na RE

Véta
Ke kazdému DFA A existuje RE E takovy, ze L(A) = L(E). DJ

m tvrzeni dokazovat nebudeme (diikaz je veden indukci pres slozitost vyrazii R4 a Rfj)

Dusledky
m RE je ekvivalentni s DFA, NFA a e-NFA
m vSechny tyto modely Ize mezi sebou libovolné prevadét
m reguladrni jazyky jsou uzavrené na zretézeni a Kleeneho uzavér

m RE jsou uzaviené na zretézeni a Kleeneko uzavér dle definice
m proto je na tyto operace uzavreny i libovolny regularni jazyk
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Priklad — prevod DFA na RE

Priklad
Méjme DFA A = ({1,2,3},{a,b},0,1,{2,3}) a chceme najit ekvivalentni RE:

Ra= Rl + By a

R}, = R, + Ri3(R3;)* Ry = . ..
R}y = Rjy + Ri5(R%)* Ry = a+ale +a+b)* (e +a+b) =a(a+b)*

Riy =R}y + R} (R))*R); =a+e(e)'a=a
Rby = RYy+ R (R))*RY; =e+a+b+0(e)'a=c+a+b

3%3 = R%3 + R%2(R52)*Ré3 =b+alet+ta+b)d=">

... zbytek na cviceni.
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