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Motivace

Na minulé prednasce
m dokondcili jsme uzavérové a rozhodnutelné vlastnosti regularnich jazyki
m ukdzali jsme si priklad neregularnich jazyk(i a operaci

m pomoci pumping lemma jsme dokézali neregularitu nékterych dalSich jazyka

Na této prednasce

m zacneme tim, ze definujeme vlastnosti stavi, které chceme redukovat

m k tomu pouzijeme specialni ekvivalenci, kterd popisuje jaké stavy nelze rozlisit
m poté ukdzeme jak automat redukovat podle této relace nerozliSitelnosti

m takto redukovany automat je minimalni (az na isomorfismus)

m kratce si predstavime nékteré dal$i modely, které vychazeji z kone¢nych automati
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Opakovani

m Rozklad mnoZiny X je mnozina II C 2% kde:
kazda A € II je neprazna,
pro kazdé dvé A, B € II: pokud A # B, pak AN B = 0,
Usen 4 = X.

m Relace ~C X x X je ekvivalence, pokud je reflexivni, symetrickad a tranzitivni.

m Pro ekvivalenci ~ na X definujeme:

m pro kazdé x € X tfidu rozkladu [z] = {y € X | z ~ y}, kterd obsahuje z,
m rozklad X indukovany ~ jako systém II.. = {[z] | z € X},
m II. se obvykle oznacuje X/~ a nazyva se faktorovd mnozina mnoziny X podle ~.
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Zprava invariatni ekvivalence

Intuice: chceme néjak charakterizovat stavy DFA, které se chovaji podobné a jsou tedy
kandidati na zredukovani.

Definice

Méjme DFA A = (Q, %, 0, qo, F'), pak relace ekvivalence © C @ x @ je zprava invariantni
vzhledem k § pokud plati, ze (p,q) € O, pak (§(p,a),d(q,a)) € O pro viechny a € 3.

v

Priklad

Dva mezni pripady zprava invariantni ekvivalence:
relace identity © = {(q,q) | ¢ € Q},

Gplna relace © = Q x Q.
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Faktorizace DFA

Intuice: vytvorime automat podle zadané ekvivalence O, tak Ze slou¢ime ekvivalentni
stavy do jednoho (tento novy stav odpovida tfidé rozkladu ©).

Definice

Méjme DFA A = (Q, X, 4, qo, F') a O je zprava invariantni ekvivalence vzhledem k 4.
Definujeme faktorovy automat A/© = (Q/0,X%,d, [qo], F’), kde:

m (Q/O je faktorovd mnozina mnoziny @) podle O (stavy jsou tfidy rozkladu),

m abeceda X ziistava stejna,

md:Q/O x X — Q/O je prechodova funkce dana jako 0'([q], a) = [0(g, a)],

m pocatedni stav [go] odpovida tfidé rozkladu obsahujici stav qo,

m ' ={[qs] | ¢f € F} je mnozina t¥id rozkladu, které obsahuji koncové stavy.

m |ze ukazat, Ze pro vSechny w € ¥* plati dilezity vztah ¢'([q], w) = [0(q, w)]

m obecné neplati rovnost L(A) = L(A/©)

m pii redukci/minimalizaci se snazime najit co nejvétsi O, tak aby tato rovnost platila
m musime zesilit vlastnosti ©, aby rovnost platila
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Priklad: faktorizace DFA

Priklad
Méjme automat A = ({1,2},{a,b},d,1,1) s jazykem L(A) = L((a + b)*a + ¢).
a b
O~ 0
O

Mé&jme dplnou relaci © = {1,2} x {1,2}, pak A/© = ({{1,2}},{a,b},d’,{1,2},{{1,2}})
je faktorovy automat podle © s jazykem L(A/©) = {a,b}*, a tedy plati L(A) C L(A/O).

a,b

@
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Nerozlisitelnost stavu

Intuice: dva stavy DFA jsou nerozlisitelné, pokud se chovaji stejné pro vsechny fetézce, tj.
nerozlisitelné vzhledem k dosazitelnosti koncovych stavii pod libovolnym Fetézcem.

Definice

Necht A = (Q, 3,0, qo, F') je DFA, pak stavy p,q € @ jsou v A nerozlisitelné p ~ ¢, pokud
pro vsechny fetézce w € X* plati:

d(p,w) € F < d(q,w) € F.
m pro jednoduchost predpokladame, Ze A neméa nedosazitelné stavy

m Ize dokéazat, Ze relace nerozliSitelnosti ~ je zprava invariantni ekvivalence
m DFA A je redukovany pokud =~ je identita

Lemma 1
Pokud p ~ ¢, pak p je koncovy stav pravé kdyz ¢ je koncovy stav. J

Diikaz
Necht p € F a p ~ q, pak d(p,e) € F atedy i §(q,e) € F. Z toho dostaneme g € F. DJ
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Ekivalence A a A/~

Véta

Méjme DFA A = (Q, X, 3, qo, F') a jeho faktorizaci A/ ~= (Q/~, %, ¢, [qo], F’), pak plati:
A/~ je redukovany,

L(A)=L(A/~),

pokud A nemd nedosazitelné stavy, pak je nema ani A/~.

Dikaz

Musime ukazat, ze A/~ neobsahuje dva riizné nerozlisitelné stavy:

Méjme libovolné dva nerozlisitelné stavy [p] a [¢] v A/ ~,

z definice nerozliSitelnosti je ¢’([p], w) € F' pravé kdyz ¢'([¢], w) € F' pro vSechny w € ¥*,
proto [d(p, w)] € F' pravé kdyz [6(q,w)] € F’ pro vSechny w € ¥*,

diky Lemma 1 je [g] koncovy v A/~ pravé kdyz ¢ je koncovy v A,

z toho plyne d(p,w) € F <= 0(q,w) € F, a tedy p a q jsou nerozlisitelné i v A,

z konstrukce A/~ dostdvame, Ze [p] = [q] je jeden stav, a proto je A/~ redukovany.
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Dikaz — pokracovani

Z definice, w € L(A/~) pravé kdyz ¢'([qo], w) € F’, coz je ekvivalentni s tim, Ze
[0(q0,w)] € F" a diky Lemma 1 dostaneme (g, w) € F. Proto plati

weL(A) < weL(A/~),

atedy L(A)=L(A/~).

A ma jen dosaZitelné stavy, proto pro libovolny stav [¢] € @)/~ existuje w € ¥* takovy,
ze 6(qo, w) = q. Proto [q] = [0(qo,w)] = §'([qo], w), a tedy [q] je dosaZitelny. O

m zbyva vyfesit zasadni otazku: jak pro dany DFA vypoditat relaci ~ a A/ ~7?
m pouzijeme k tomu algoritmus, ktery iterativné hleda rozlisitelné dvojice stavi, tak
dlouho, dokud nevypodita relaci ~
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Algoritmus pro redukci DFA

Vstup: DFA A = (Q, %, 0, g0, F)
Vystup: redukovany DFA A/~= (Q/~,%, 4, [qo], F’)

Inicializace: vytvof tabulku pro relaci ~C ) x ) na mnoziné stavi A:
m ozna¢ dvojice na diagonéle pomoci v'(z reflexifity plyne, ze dvojice (g, q) € ~),
m ozna¢ dvojice pod digonédlou pomoci x (diky symetrii stali vypocitat jen dvojice nad
diagonilou),

m oznaé dvojici (p, ¢) pomoci X, pokud jen jeden stav z této dvojice je koncovy

Pribézny krok: pro kazdou neoznacenou dvojici (p, q) v tabulce ~:
m pokud dvojice (§(p,a),d(q,a)) nebo (§(q,a),d(p,a)) je pro néjaké a € 3 oznadend X,
pak oznaé X i dvojici {(p, q),
m pokud je pro kazdé a dvojice (§(p,a),d(q,a)) oznalend v, pak (p,q) oznal v .
Krok opakuj B tak dlouho, dokud jsme schopni oznacit néjakou dalsi dvojici.

VSechny neoznacené dvojice oznac v/, pricemz vysledna tabulka odpovida ~.

Jako vysledek vratime A/ ~.
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Priklad: redukce DFA
P¥iklad (&ast 1/5)

Zredukujeme automat A = ({1,...,7},{a,b},0,1,{3,4,7}).

Inicializace:

m vytvorime tabulku pro relaci ~,

m oznacime dvojice na diagonale
pomoci v/,

m oznacime dvojice pod
digonalou pomoci *.

b @ a a,b

9,

2

3%

4x
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ok o [ [N
ok [ [N
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Piklad (&ast 2/5)

— (D))"
b a a
b a
= 1 2 3 4 ) 6 7
Inicializace: -1 v X | x X
m oznac¢ kazdou dvojici (p, q) 2 * | vV | X | X X
pomoci X, pokud jen jeden 3% * | x|V X | X
stav z této dvojice je koncovy, 4x * | x| x| V| X[ X
m napriklad (1,4), protoZe plati 5 * | x| x| x|V X
1€ @\ F azairovei 4 € F. 6 * | x| x| x|k VX
T* | x| x| x| x| x|V
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Priabézny krok: pro kazdou neoznadenou dvojici (p, q) vypoéitame (§(p,a),d(q,a)) pro

Piklad (4st 3/5)

vsec
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(3,4) = 7

(1,6) = X
(2,5) = X
(2,6) =
47 =v
(5,6) = X

X

v

X
VX | XY

VXX | X | V| X]|X
VX | X

3%
4x
Tx

—1




Priklad (st 4/5)

S
S
S

Opakujeme pribézny krok: uz se nam nepoda¥i rozlisit dalsi dvojici, proto vsechny
dosud neoznacené dvojice oznaéime v/(jsou nerozlisitelné).

~ 1234 |5]6]T7
=1 VI X | X | x| v | XX
2 x (VXX | X VIX a b
2* * | * | 5 i i j 3,4y =7 (4,4)\/ (7,4)
* * | x| x
=9
5 * | x| x| x| V| X | KX (3,7) <4’4>\/ {7, 4)7
5 x| x| x| x| x| V| X
Tx * | % * * | % * |V
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Priklad (st 5/5)

S
Q
Q

Vratime vysledek: z relace ~ dostavame rozklad Q/~= {{1,5},{2,6},{3,4,7}}
mnoziny (), ze kterého zkonstruujeme redukovany automat A/~ :

b a a,b

@D @D D
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Korektnost algoritmu

Véta
Algoritmus pro redukci DFA je korektni.

Diikaz

Diikaz vedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje dvojice stavii p a ¢, takovych Ze:

® p a g jsou rozliSitelné, tedy pravé jeden stav z d(p,w) a (g, w) je koncovy pro néjaky
fetézec w € ¥*, a algoritmus tuto dvojici neoznaci pomoci X.

Kazdy takovy par (p,q) nazveme spatny par a uvazujme, ze vybereme ten par s

nejkrats$im rozliSujicim rfetézcem w = wy ..., w,. Pro néj platf:

m w nemize byt €, protoze by dvojice byla rozliena uz pfi inicializaci (pfipad kdy pravé
jeden z p a ¢ je koncovy),

m uvazujme stavy r = 0(p,w1) a s = d(q, wy), které musi byt rozliSitelné fetézcem
wy . .. wy (jinak bychom dostali spor s tim, Ze (p, ) je par s nejkrat$im rozliSujicim
fetézcem), a proto (r, s) nemiize byt Spatny par a musel byt oznaden X.

m dostdvame spor, protoze algoritmus musel objevit i par (p,q) hned v dalsi iteraci. [
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Isomorfismus DFA

Intuice: dva automaty jsou isomorfni, pokud jsou totozné, az na pojmenovani stavi.

Definice

Méjme dva DFA A1 = (Ql, 2,51,(]0,1, Fl) d A2 = (QQ, E, 52, 40,2, Fg), pak zobrazenf
h: Q1 — Q2 je isomorfismus z A1 do As pokud plati:

h je bijektivni zobrazeni,

h(go,1) = qo2 (pocatedni stav A; se zobrazi pocateéni stav Aj),
q € Fy pravé kdyz h(q) € F3,

h(61(q,a)) = 62(h(q),a) plati pro véechny ¢ € Q1 a a € .

m pokud existuje isomorfismus mezi A; a Ag, pak L(A;) = L(A3)
m implikaci v pfedchozim tvrzeni Ize za jistych okolnosti obratit:
m pokud jsou A; a A miniméalni (a tedy nemaji nedosazitelné stavy) a rozpondvaji stejny
jazyk, pak jsou isomorfni (existuje mezi nimi isomorfismus)
m dasledek: ke kazdému DFA existuje pouze jeden minimalni DFA (az na isomorfismus)
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Minimalita A/~

Intuice: DFA je minimalni pokud ma nejmensi mozny pocet stavil. Ukdzeme, ze
redukovany DFA je zaroven minimalni.

Véta

Necht L je regularni, pak plati:

libovolné dva redukované DFA rozponavajici jazyk L jsou isomorfni,

libovolny redukovany DFA A s jazykem L(A) = L je minimalni DFA pro jazyk L,

libovolné dva miniméalni DFA rozponavajici jazyk L jsou isomorfni.

Dikaz

Stadi vzit predpis h jako h(q) = 32(q072, w), kde ¢ = 31(q071, w) pro libovolné w € ¥*.
Spravné bychom méli ukazat, ze h spliuje vSechny podminky kladené na isomorfismy.

Necht A je redukovany DFA pro jazyk L a B je minimalni DFA pro jazyk L (a je tedy i
redukovany). Z | ale dostdvame, ze oba automaty jsou isomorfni a tedy A ma stejny
pocet stavill jako B.

Disledek Fl a B a faktu, ze redukovany automat nema nedosazitelné stavy. ]
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Mealyho automat

Intuice: umoznime DFA pfi kazdém jeho prechodu vytisknout jeden symbol.

Definice
Mealyho automat (MA) je reprezentovan strukturou M = (Q, X, A, d, A, qo), kde:
@ je kone¢na mnozina stavi,
. je vstupni abeceda,
A je vystupni abeceda,
0 je prechodova funkce ve tvaru 6 : Q X ¥ — @,
A je vystupni funkce ve tvaru A\: Q@ x X — A (a \ je jeji roz&itens verze),
@ qo je polatedni stav (plati o € Q).
m takovy stroj vy&isluje funkci f: * — A* definovanou jako f(z) = A(qo, @)
m namisto rozponavani, MA fetézce tiskne (jazyky na vystupu jsou regularni)
m pomoci MA lIze popsat nékteré prepisovaci a Sifrovaci mechanismy (napfiklad enigmu)
m dalsi varianta Mealyho automat( jsou takzvané Mooreovy stroje

m vystupni funkce je ve tvaru A\: @ — A (pro dany stav vzdy tiskneme stejny symbol)
m kazdy Mealyho automat Ize prevést Moorelv stroj
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Priklad: Mealyho automat

Priklad

MA M = ({1,2,3},{0,1},{0,1},0, A\, 1), ktery ¢te binarni &isla x. Pokud x reprezentuje
Cislo délitelné tfremi (to plati pokud 0(1,z) = 1), pak A(1,z) =y, kde y je binarni &islo
reprezentujici podil y = = = 3.

0/0 1/1
1/0 0/0
m

Priklad pouziti:
m 0(1,11000) = 1 (Eteme &islo 24) a A(1,11000) = 01000 (vystupem je Cislo 8),
m 0(1,10101) =1 (Cteme &islo 21) a A(1,10101) = 00111 (vystupem je &islo 7),

m pro Cisla, kterd nejsou délitelnd tfemi, nedava vystup smysluplny vysledek.
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Biichiho automat a w-jazyk
Intuice: rozsifime model DFA tak, aby Cetl nekonecné Fetézce.

Definice
> je mnozina vSech nekonecnych slov na abecedou . Mnozina L C ¥ je tzv. w-jazyk.

Definice
Deterministicky Biichiho automat (DBA) je DFA B = (Q, %, 6, qo, F') s jazykem:

L(B) = {w € ¥ | §(qo,w") € F pro nekone&né& mnoho prefixi w’ € Pfz(w)} .

m vyuziti v model checkingu (napfiklad pro verifikaci formuli linenarni temporalini logiky)
m je zajimavé, Ze nedeterministické Biichiho automaty (NBA) jsou silnéjsi nez DBA
m NBA pfijiméa slovo w, pokud existuje cesta grafem automatu, kterd pfi ¢teni w

nekonecnékrat navstivi koncovy stav
m (aUDb)*a® je priklad w-jazyka, ktery NBA umfi rozpoznat, ale DBA uZ ne

m jazyky rozpoznavané pomoci NBA se nazyvaji w-regularni
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Priklad: Biichiho automaty
P¥iklad

DBA B = ({1,2},%,6,1,{2}), ktery rozpoznava jazyk L(B) = (b*a™)“, tedy jazyk
fetézcli s nekoneénym poctem znakii a; napriklad ba” € L(B), ale a'®b* ¢ L(B).

b a

b
Priklad

NBA B = ({1,2},%,9,1,{2}), ktery rozpoznava jazyk L(B) = (a U b)*a®.
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