6. Gramatiky a Chomského hierarchie
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Motivace

Na minulé prednasce
m ukazali jsme jak minimalizovat konecny deterministicky automat

m predstavili jsme si néjaké dal$i modely vychazejici z konecnych automati

Na této prednasce
m zavedeme si pojem formalni gramatiky
m pomoci gramatik popiSeme regularni jazyky

m predstavime si novou tfidu jazykd, takzvané bezkontextové jazyky
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Gramatika

Intuice: gramatika je struktura, kterd formalné popisuje jazyk pravidly, s jejichz pomoci
Ize generovat Fetézce.

Definice

Gramatika je reprezentovana usporadanou Ctvefici G = (N, 3, P, S), kde:

N je mnoZina neterminald,

Y. je mnozina terminali (abeceda), plati X NN =),

P je mnozina pravidel ve tvaru P C V*NV* x V* kde V = N U X,

S je pocatecni neterminal.

m gramatiky jsou mnohem silnéjsi nastroj nez kone¢né automaty nebo regularni vyrazy
m pravidla v P se misto usporadanych dvojic vétSinou zapisuji ve tvaru o« — 3

m pravidlo « — [ chapeme tak, Ze pii jeho aplikaci se a prepiSe na

m leva strana pravidla musi obsahovat alespon jeden neterminal

3/22



Priklad: gramatika pro zapis celych cisel

Priklad
Méjme gramatiku G = (N, 3, P, S) pro zapis celych &isel s pravidly:

S——I|+I|I
I—DI|D
D—0]|...]19

m N ={S, I, D}, kde neterminaly obvykle zna¢ime velkymi pismeny,

m X =1{0,...,9,+,—}, termindly zde reprezentuji ¢&islice a znaménka,

m P={(S,—I),(S,+I),...,(D,9)}, kde predchozi zépis P ¢teme jako:
m pravidla se stejnou levou stranou slou¢ime na jeden radek, pak namisto

A—=aq,...,A— a, piseme jen A — oy | ... | o, (pravidla oddélujeme pomoci '|"),
m prvni fadek je vyhrazen pro pravidla startovniho neterminalu,

m S obvykle oznacduje startovni neterminal.
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Relace primého odvozeni

Intuice: na fetézec obsahujci alepson jeden netermindl aplikujeme pravidlo gramatiky,
¢imz provedeme jeden krok odvozeni.

Definice
Binarni relaci pfimého odvozeni v =¢ § v CFG G definujeme jako aplikaci konkrétniho
pravidla na fetézec v = nap, jehoz vysledkem je fetézec & = nBp, neboli:

nap =g nBp

kde n,p € (XUN)* a o« — [ je pravé aplikované pravidlo gramatiky G (pokud je
gramatika zfejméa z kontextu, pak mizeme oznaceni G u Sipky vynechat).

m vétna forma je libovolny fetézec termindld a neterminali
m derivace oznacuje proces, kdy na fetézec aplikujeme konecny pocet kroki odvozeni

m VétSinou mame na vybér z nékolika pravidel, které Ize v daném kroku odvozovani aplikovat

m jeden Fetézec mize mit vice rGznych zplsobl odvozeni
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Odvozeni v k krocich

Definice

Odvozeni v k € Ny krocich v G definujeme induktivné jako relaci :>§:

[ iog je identita,

k+1
B =c

= =% 0 =g.

Pomoci toho miizeme definovat dalsi uzitec¢né relace:

m odvozeni v nejvySe k krocich:

m relace

m relace

k
<k _ i
=5 =U=¢
i=0
odvozeni:
o0
* 0
=5=U =¢
i=0
netrivialniho odvozeni: -
G 7
=&=U=¢
i=1

6/22



Priklad: derivace retézce

Priklad
Méjme gramatiku G = (N, 3, P, S) pro zapis celych &isel s pravidly:

S—-I|+I|I
I DI|D
D—0]|...]19

Pak v G lze odvodit:
S=—1=—-DI=—-DD = —4D = —42

m plati tedy S =° 42 nebo S =2 —DD
m nebo S =% 42

S=—1=-—-DI = —4] = —4D = —42
m odvozujeme stejny retézec jako v [, ale zménime poradi aplikovani pravidel

B S=1=DI= DDIl= DDD = 6DD = 66D = 666

S =* w, kde w € ¥* (obsahuje jen terminaly), pak w je zapis celého &isla
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Jazyk generovany gramatikou

Intuice: gramatika popisuje vSechny fetézce terminall, které jsme schopni odvodit pomoci
jejich pravidel v kone¢ném poctu krokd.

Definice
Jazyk generovany gramatikou G definujeme jako L(G) = {w € ¥* | S =§ w}. J

m fetézce v jazyku L(G) uz neobsahuji neterminaly
B pritomnost neterminélu ve vétné formé znadi, Ze proces generovani jesté neskondil
B fetézce odvozené z gramatiky G, které obsahuji pouze terminaly, se oznaluji jako véty G

m gramatiky G; a Ga jsou jazykové ekvivaletni pokud L(G;) = L(G2)

m existuji i jazyky/problémy (rozumné definované), které nelze popsat gramatikou
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Chomského hierarchie

m vytvoril ji lingvista Noam Chomsky v roce 1956
m gramatiky Ize rozdélit do ¢tyF skupin podle vlastnosti pravidel v P (a struktury jazyka):
m regularni gramatiky (typ 3) jsou ekvivalentni s DFA
m bezkontextové gramatiky (typ 2) generuji jazyky zasobnikovych automati
m kontextové gramatiky (typ 1) generuji jazyky linedrné ohranicenych automatd
m gramatiky bez omezeni (typ 0) generuji jazyky rozpondvané Turingovymi stroji
m kromé toho rozdéluje gramatiky i podle jejich popisné sily
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Regularni gramatika (typ 3)

Intuice: vhodnym omezenim tvaru pravidel gramatiky ziskdme dal$i model, ktery
popisuje/generuje regulérni jazyky.
Definice

Regularni gramatika (RG z regular grammar) G = (N, X, P, S) ma vSechna pravidla v
jednom z téchto tvari:

A — aB (neterminal generuje jeden terminal nasledovany jednim neterminélem),
A — a (netermindl generuje pouze jeden terminal),

S — &, pokud se S nevyskytuje na pravé strané jakéhokoliv pravidla (pouze pocateéni
neterminal miize generovat generovat prazdny fetézec).

m takto definovana regularni gramatika je pravolinearni (podle tvaru pravidel v H)

m analogicky Ize definovat levolinearni RG s pravidly [ ve tvaru A — Ba
m levolinearni a pravolinearni gramatiky jsou ekvivalentni
m v RG nesmime michat levolinearni a pravolinearni pravidla, tim zvysime silu gramatiky
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Priklad: regularni gramatika

Priklad
RG G; = ({S,D},{0,...,9,+,—}, P,S) pro popis celych &isel s pravidly:
S—+D|-D|0D|...|9D|0]|...|9
D—0D|...|9D|0]|...]9
Ptiklad
Gramatika Go = ({S, A, B}, {a, b}, P, S), ktera neni regularni:
S —aA|aB
A — Sb
B—=b

protoZe pouziva levolinearni i pravolinearni pravidla a navic generuje neregularni jazyk
L(Gz) = {a"b™ | n € Np}.
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Ekvivalence RG a DFA

Véta
Ke kazdému DFA A existuje RG G, tak ze L(A) = L(G).

Dikaz
Méjme RG G = (N, X, P, S) a sestrojime NFA A = (N U {¢s},%,0, S, F), kde:

A ma jeden stav pro kazdy netermindl B € N a navic jeden stav ¢,

pocatecni stav S odpovida pocateénimu neterminalu,

F obsahuje stav gy, a pokud G obsahuje pravidlo S — ¢, pak i S € F,

pro kazdé pravidlo A — aB ptidame prechod 0(A,a) = B a pro pravidla ve tvaru
A — a pridame prechod (4, a) = gy.

Lze ukdzat, Ze plati S =§ w pravé kdyz §(S,w) € F, a tedy L(G) = L(A). O
Véta
Ke kazdé RG G existuje DFA A, tak ze L(A) = L(G). O
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Priklad: prevod RG na NFA

Priklad
Méjme gramatiku G = (N, X, P, S) s pravidly:
S —aS|bX
X —aX | bY
Y —»aY |bZ | b
Z—=aZ|bZ|a|b

generujici jazyk L(G) = {w € ¥* | w obsahuje alespori 3 znaky b}. Z G zkonstruujeme
NFA A = ({S, X, Y, Z,4s}, {a, b}, 4, 5, {as}) takovy, %e L(A) = L(G)

a a a a,b
b
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Motivacni priklad: bezkontextova gramatika

Priklad

Formalné popiseme lispové vyrazy, které obsahuji if a aritmetiku na celych cislech:

(exprs) — (expr) | (expr) (exprs) | e
(expr) — (num) | ((func) (exprs)) | ((if))

(if) — if (expr) (expr) | if (expr) (expr) (expr)
<fun0>—>-\<!>!<-\>-!+!-\*|/

Ptiklad odvozeni:

m (exprs)y =*(/57)

m (exprs) =* (+ 12 34 56 78)
m (exprsy =* (if (=11) 42)
m ( ) =" (4

exprsy =* (if (if (<0 (* 6 6 6)) 100 (- 100)) 1 0)
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Bezkontextova gramatika (typ 2)

Intuice: pravidla bezkontextovych gramatik umoznuji z neterminélu odvodit libovolny
fetézec terminal( a neterminald.

Definice

Bezkontextova gramatika (CFG z context-free grammar) G = (N, X, P, S) ma vSechna
pravidla ve tvaru:

m A (XUN)*

m nazev bezkontextova vychazi z toho, Ze prepisujeme neterminal bez ohledu na kontext,
tedy symboly/¥etézce v okoli netermindlu (to umi az kontextové gramatiky)
m L je bezkontextovy jazyk pokud existuje CFG G takova, ze L(G) = L
m bezkontextové jazyky budeme znacit CFL (z context-free language)
m gramatika je bezkontextova jen na zakladé tvaru svych pravidel

m musime rozliSovat typ gramatiky a typ jejiho jazyka
m jazyk CFG totiz miZze byt reguldrni (existuje jind regularni gramatika se stejnym jazykem)
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Dalsi priklady CFG
Priklad
CFG G = ({S, A}, {a, b}, P,S) s pravidly:

S — e | AbAbAS
A—AAla|e

generuje jazyk L(G1) = {w € ¥* | w obsahuje sudy pocet znakd b}, ktery je regulérni.

Priklad
CFG Gy = ({S},{a,b}, P,S) s pravidly S — ¢ | aSb s jazykem L(Ga) = {a"b™ | n € Ny}.

Priklad
CFG Gs = ({S},{a,...,z}, P,S) s pravidly:

S—elaSal|...|28z|a|...|z

generuje jazyk palindromi, tj. L(G3) = {w € ¥* | w = w¥}.

17/22



Nejlevéjsi derivace
Definice
Derivaci nazveme nejlevéjsi, pokud ve vétné formé prepisujeme vzdy nejlevéjsi neterminal.

m nejlev&jsi derivaci znagime =, (jeden krok) a =F (vice krokii)
m analogicky mdzeme definovat i nejpravéjsi derivaci =,

Priklad

Méjme CFG G = ({5, A}, {a, b}, P, S) s pravidly

S — e | AbAbAS
A— AA|ale

m S =y, AbALAS =, abAbAS =, abbAS =, abbaS =, abba
m S =, ADADAS =, ADAVA =, AbAba =1 Abba =, abba

m S = AbAbAS = AbbAS = AbbA = Abb = bb (neni ani nejlevéjsi ani nejpravéjsi
derivace Fetézce bb)
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Derivacni strom

Intuice: derivacni strom je graficka reprezentace odvozeni néjakého fetézce v CFG.

Definice

Strom T' nazveme derivaénim stromem fetézce a € (XU N)* v CFG G = (N, %, P, 5),
pravé kdyz plati:

kazdy uzel je oznacen symbolem z N U X U {€}, pfi¢emz koten je oznacen S,
nelistové (vnifni) uzly jsou oznaleny pouze neterminaly,

pokud ma nelistovy uzel oznaceni A € N a jeho potomci zleva doprava oznaceni
X1q,..., X, pak v G existuje pravidlo A — X ... Xy,

pokud je uzel oznacen ¢, pak je list a nema zadné sourozence,

zretézenim listovych uzld dostaneme «, neboli « je derivace stromu 7.

m pro fetézec o € (N U X)* plati, ze S =7 « pravé kdyz existuje strom v G s derivaci

m kazdému derivaénimu stromu odpovida jedina leva (pfipadné prava) derivace
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Priklad: derivacni strom
Priklad
Méjme CFG G = ({5, A}, {a, b}, P, S) s pravidly

S — e | AbAbAS
A—AAlale

a derivaci fetézce aabba € L(G1) a k ni sestaveny derivacni strom:

S = AbALAS = AADALAS = aAbALAS = aabAbLAS = aabbAS = aabbaS = aabba

A

v
T
® ©

P9

@ ©
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Viceznacnost CFG a CFL

Intuice: pro uréeni vyznamu nebo korektnosti nékterych vét je potfeba mit konkrétni
deriva¢ni strom (napfiklad s néjakou vlastnosti), proto tfidu bezkontextovych jazyka
délime podle unikatnosti derivacnich stromd.

Definice

Bezkontextova gramatika G je viceznaéna (nejednoznaénd) pokud existuje slovo
w € L(G), které ma dva riizné derivaéni stromy. V opacném piipadé je jednoznacna.

Definice

Bezkontextovy jazyk je dédi€né viceznacny, pokud kazda gramatika, kterd jej generuje,
je viceznacna.

m priklad dédi¢né viceznagného jazyka je {a't’cF |i=jV j = k})
m je potteba rozliSovat mezi viceznacnosti jazyka a gramatiky

B neexistuje zplsob jak algoritmicky ovéfit, ze CFG je viceznacna
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Priklad: viceznac€nost
Priklad
Méjme gramatiku G = ({E}, {+, —,a,(,)}, P, S) s pravidly:

ESE+E|ExE|(E)]|a

fetézec a X a + a € L(G) ma dvé rizné derivace, a tedy i dva derivacni stromy:
A EF=F+FEFE=FExE+FE=axF+FEF=axa+FE=axa+a
HAE=FExE=FExXxE+FE=axF+FEF=axa+FE=axa+a

Jazyk L(G) neni dédi¢né viceznalny, tj. existuje jednoznacné gramtika, kterd jej generuje.
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