1. Uvod do algoritma

Algoritmizace

Jiri Balun



Obsah

Uvod
m Organizaéni zalezZitosti
m O kurzu 'Algoritmizace’

Zakladni pojmy
m Problém
m Algoritmus

Pseudokéd

m Zakladni instrukce

m Rizeni a vétveni programu
m Cykly

Analyza problému: nejvétsi spolecny délitel
m Naivni algoritmus

m Eukliddv algoritmus

m Porovnani obou algoritmi

1/35



Uvod
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Organizacni zalezitosti

m konzultacni hodiny (kancelaf 5.044):
m Patek 8:00-9:00
m pripadné v jiny ¢as po domluvé emailem
m splnéni predmétu:
m Ustni zkouska + mozna kratky test?
m u Ustni zkousky si vylosujete otazku, poté budete mit Cas na pFipravu
m cca 15 minut zkouseni
m vice se dozvite na konci semestru
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Literatura

m slajdy ke kurzu Algoritmizace z prezenéniho studia od prof. Bélohladvka (odkaz zde)
m Introduction to Algorithms (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein, 2009)
m Algoritmy v C, &asti 1-4 (Sedgewick, 2003)
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https://www.inf.upol.cz/lide/eduard-bartl/vyuka/algoritmizace

O kurzu ’Algoritmizace’

m jeden ze zakladnich kameni informatiky

m je soucasti véech informaticky zam&¥enych oborti (MFF UK, CVUT, VUT,...)

m slouzi jako Uvod pro dalsi predméty jako napf. ,,Zakladni algoritmy a datové struktury*
m za tento predmét je 6 kreditli, cemuz odpovida jeho narocCnost

m mame pouze 6 prednasek, proto ¢ast uciva pripadne na samostudium

m je to teoreticky predmét, ale vSechny uvedené algoritmy si miZete sami naprogramovat
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Proc studovat algoritmy?

Reseni praktickych problémii
m algoritmy umoznuji prevést redlné Glohy na vypocet, ktery lze realizovat na pocitaci
Teoreticky pfinos

m studium algoritm@ pomaha porozumét hranicim toho, co je efektivné vypocitatelné

Efektivita

m rdzné algoritmy fesi tentyz problém s odliSnou ¢asovou ¢i pamétovou narocnosti

Skalovatelnost

m dobry algoritmus umoznuje fesit velké instance problému, napf. velké mnozstvi dat

Obecnost

m algoritmy nejsou vazany jen na informatiku, uplatiuji se v ekonomii, mediciné, atd.

Inovace a konkurenceschopnost
m kvalita algoritm( Casto rozhoduje o Gspéchu technologii a firem
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Obsah kurzu

zakladni pojmy: problém, algoritmus, pseudokdd

Casova slozitost algoritmu: v nejhorSim a primérném pfipadé, O-notace
zakladni datové struktury: pole, seznam, zasobnik, fronta, strom
metody feseni problému tridéni

m iterativni algoritmy: Insertion Sort, Selection Sort a Bubble Sort

m rekurzivni algoritmy: Merge Sort, Quick Sort a Heap Sort
m algoritmy nepouzivajici porovnani: Bucket Sort, Radix Sort a Counting Sort

poradkové statistiky
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Zakladni pojmy
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Algoritmizace

Algoritmizace je proces tvorby postupu (algoritmu) pro feseni zadaného problému.
m v predchozim popisu je nékolik pojm(, které intutivné néjak chapeme, ale pro nase
studium je potfeba je zpresnit

m nejprve si tedy musime odpovédét na tyto otazky:

Co je to algoritmus?

m Algoritmus je posloupnost instrukci pro feseni problému.

Co je to instrukce?

m Instrukce je jednoznacny srozumitelny pokyn.
Co je to problém?

m Je presné zadani (loha, kterou urcuji vstupni data a k nim pozadované vystupy.
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Problém

Intuice: problém chipeme jako pfitazeni, které kazdému pripustnému vstupu prirazuje
odpovidajici vystup.

Definice

Problém je specifikovan:

mnozinou pripustnych vstupl,

predpisem (z matematického pohledu jde o zobrazeni), ktery pro kazdy p¥ipustny vstup
fika, jaké je odpovidajici spravné feseni (vystup).

m konkrétni hodnota vstupu se Casto oznacuje jako instance daného problému
m rozhodovaci problém ma vystupy jen “Ano” a “Ne”

Rozhodovaci problém — test prvociselnosti
Vstup: prirozené Cislo n.
Vystup: “Ano"”, pokud je n prvocislo, “Ne"” v opacném pripadé.
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Dalsi priklady problémi

Problém — vypocet prepony pravolhlého trojdhelnika

Vstup: dvé redlna cisla a, b.
Vystup: realné &islo ¢ = va? + b2,

v v/

Problém — tridéni Cisel
Vstup: posloupnost (nebo také n-tice) pfirozenych &isel (ao, ..., an—1).

Vystup: permutace vstupni posloupnosti {(aj, ...,al,_;) takova, ze aj < a} <...<a

S~

Problém — hledani nejkratsi cesty

Vstup: datova reprezentace mapy a GPS soutadnice dvou bodi na mapé.
Vystup: nejkratsi cesta mezi vstupnimi body.
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Instrukce

Intuice: instrukce je jednoznacny srozumitelny pokyn (nepfesna ale dostacujici definice).

m predpokladame, ze existuje néco (napfiklad poditac) co instrukcim rozumi a je schopno
je mechanicky (tj. bez dal$iho premysleni) vykonavat

m tento vykonavatel instrukci je schopen vykonavat instrukce tak, jak jsou predepsany
algoritmem (tj. ve spravném porady)

Ptiklady instrukci:

seCti Cisla o a y (aritmeticka instrukce)

do proménné z uloz ¢islo 5 (instrukce pfitazent)

pokud je x > 0, pak zvy$ hodnotu y o 1 (podminénd instrukce)
precti Cislo, které je na vstupu (vstupné/vystupni instrukce)

vytiskni hodnotu proménné x (vstupné/vystupni instrukce)

pro kazdé i = 1,2,3,4,5 postupné proved: vytiskni hodnotu i? (instrukce cyklu; v téle
cyklu je vstupné/vystupni instrukce)
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Algoritmus

Intuice: algoritmus tesi dany problém, pokud se pro kazdy vstup vykonavanim instrukci
podle algoritmu po konec¢ném poctu krokl dobereme ke spravnému vysledku.
Definice

Algoritmus je posloupnost instrukci pro reseni problému.
Algoritmus tesi dany problém, pokud pro kazdy pripustny vstup I daného problému,
jemuz odpovida vystup O (tj. O je spravny vystup pro vstup I) plati tyto podminky:

vykonavani instrukci podle algoritmu se vstupem I se po uréité dobé zastavi (po
kone¢ném poctu kroki),

vystupem algoritmu je O.

m existuje fada podobnych “definic” pojmu algoritmus, vice ¢i méné podrobnych

m predpoklddame, Ze vstup [ je na zacatku vykonavani instrukci zapsan na dohodnutém
vstupnim zafizeni (soubor na disku, je zadan z klavesnice apod.)

m vystup O se objevi na dohodnutém vystupnim zafizeni (soubor na disku, obrazovka. . .)
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Zakladni otazky o algoritmech

Spravnost algoritmu:
m skonci navrzeny algoritmus pro kazdy pripustny vstup problému po kone¢ném poctu
krokil a se spravnym vystupem? Tj. jde viibec o algoritmus FeSici dany problém?

m chyby v algoritmech mohou mit vazné nésledky (napf. fizeni elektrarny atd.)

Slozitost algoritmu:

m jak dlouho trva vykonavani algoritmu?

m kolik paméti algoritmus potfebuje?

m slozitost je jedno z méritek, podle kterého miizeme porovnavat kvalitu algoritmfi
Optimalita algoritmu:

m existuje lepsi algoritmus?

m pro nékteré algoritmy |ze dokazat, ze lepsi algoritmus neexistuje (a tedy neméa smysl
hledat lepsi algoritmus)
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Popis algoritmii

Motivace: abychom mohli algoritmy studovat, musime je nejprve umét néjakym
srozumitelnym zpiisobem popsat, pri¢emz se nabizi hned nékolik zpdsobi.

prirozenym jazykem
-+ snadno srozumitelné i laikiim
— mize byt nejednoznacné a zdlouhavé
zdrojovym koédem programovaciho jazyka
-+ jednoznacné
-+ z popisu je snadné vytvorit pocitacovy program
— obsahuje i zbyte¢né (nepodstatné) detaily
— nemusi byt srozumitelné pro ty, ktefi nemaji zkusenost s danym programovacim jazykem
pseudokédem — jazyk blizky programovacimu jazyku, ktery je Gspornéjsi, protoze
neobsahuje tolik podrobnosti
-+ snadno pochopitelné i pro ty, ktefi nemaji zkuSenosti s programovanim
-+ je vytvoreny pfimo pro srozumitelny a Gsporny popis algoritm
-+ umoznuje snadny prepis do programovacich jazyka
— pri implementaci algoritmu je tfeba ho prepsat do programovaciho jazyka
existuji dalSi zpasoby jako naptiklad vyvojové diagramy atd.
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Popis prirozenym jazykem

m vhodné pro jednoduché a kratké algoritmy, u komplikovanéjsich algoritm{ je tento
popis neprehledny a nejednoznacny

B nema ustalené pojmenovani pro instrukce, napriklad “nastav proménnou” a “uloz zpét
do proménné” je z naseho pohledu stejnad operace prirazeni

Algoritmus pro vypocet n-té mocniny Cisla =
Nacti vstupni hodnoty: zaklad = a exponent n.

Nastav proménnou t < 1.
Opakuj n-krat:

® vynasob ¢ Cislem z,

m vysledek uloz zpét do t.

Po skonceni opakovani je v proménné t ulozen vysledek z".
Vrat jako vysledek hodnotu t.
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Zdrojovy kod

m jednd se o konkétni implementaci v néjakém programovacim jazyce
m neprehledné, samotné feSeni daného problému je skryté v technickych detailech

1 float Q_rsqrt( float number )

2 {

3 long 1ij;

4 float x2, y;

5 const float threehalfs = 1.5F;

6

7 x2 = number * 0.5F;

8 y = number;

9 i = x ( long * ) &y; // evil floating point bit level hacking
10 i = 0x5f3759df - ( i >> 1 ); // what the fxck?

1 y = * ( float * ) &i;

12 y =17y * ( threehalfs - ( x2 * y *x y ) ); // 1st iteration
13 y =y * ( threehalfs - ( x2 *x y * y ) ); // 2nd iteration
14 return y;

15 }

Zdrojovy kéd: funkce pro rychly vypocet inverzni druhé odmocniny z Quake Il Arena.
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Pseudokod
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Proménné

Intuice: v algoritmech si bézné potfebujeme ulozit nebo pojmenovat néjakou hodnotu
mezivypocCtu, k ¢emuz pouzivdme tzv. proménné.

m nebudeme fesit typy proménnych, tj. proménnd mize nabyvat libovolné smysluplné
hodnoty, at uz je to Cislo, logickd hodnota, datova struktura. ..

m instrukce pfifazeni slouzi k ulozeni hodnoty do proménné, znacime ji symbolem <,

m Casté pojmenovani i, j pro indexy; m, n pro vstupni Ciselné hodnoty; A pro pole atd.

:m < n — 666
. temp <— true
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Aritmetické instrukce

Intuice: mame k dispozici zakladni operace: + (s¢itani), — (od¢itani), * (nasobeni),

/ (déleni), x mod y (zbytek po déleni &isla x Cislem y), pripadné dalsi.

m nebudeme Fesit technickou stranku téchto operaci, z naseho pohledu je kazda takova
operace jedna instrukce (pfestoze na konkrétnim hardware je tomu jinak)

m napriklad fadek 3 obsahuje: dvé instrukce nasobeni a po jedné instrukci s¢itani a
pritazeni (dohromady 4 instrukce)

Ptiklady:

1. a<+ 3

2: b+ 2%2

3 c+ (a*xa)+ (bxb)
4. < bmoda
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Logické hodnoty a instrukce

Intuice: mame dvé logické hodnoty true (pravda) a false (nepravda). Logické instrukce
vraci logické hodnoty jako svij vysledek, a v pfipadé “and” a “or” je oCekavaji i na vstupu.
m and (konjunkce, logicka spojka “a”)
m or (disjunkce, logické spojka “nebo”)
m = a # (test na rovnost a nerovnost)

m < a < (porovnani dle velikosti)

Priklady:
1 = 5 bude mit hodnotu true, pokud hodnota proménné i je 5, jinak false,

(i =>5) and (j < 10) bude mit hodnotu true, pravé kdyz oba vyrazy i =5 a j < 10
maji hodnotu true, jinak false,

(i =5) or (j < 10) bude mit hodnotu true, pravé kdyz alespon jeden z vyraziii =5 a
7 < 10 ma hodnotu true, jinak false.
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Rizeni programu

Intuice: feseni néjakého problému (nebo podproblému) budeme ¢lenit do samostatnych
algoritmi, viz nize je algoritmus pro vypocet druhé mocniny.

m algoritmus je definovan svym jménem (zde napf. square), vstupy a vystupy

m return ukondi vykonavani algoritmu a vrati predanou hodnotu jako jeho vysledek

Algorithm square
Input ¢ € N
Output a?

1: return ax*xa

Poznamka: pokud mame takto definovany algoritmus, miizeme jej pouzivat p¥i vytvareni
dalsich algoritmd, zde napfiklad pomoci instrukce “square(a)”, pro néjakou hodnotu a.
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Vétveni programu

Intuice: vykonani ¢asti kédu mizeme podminit pomoci prikazu if-then a if-then-else.
if condition then expry ... expry

if condition then expry ... expry else expr] ... expr)

m condition je logicky vyraz (musi tedy nabyvat hodnotu true nebo false)

m vyrazy expry ... expry (odsazend Cast kddu) se vykonaji jen v ptipadé, ze podminka
condition ma hodnotu true, jinak se vykonaji expr] ... expr) (v piipadé if-then-else)

m pro komplexnéjsi podminéni mizeme pridat libovolny pocet dalsSich else if—vétvy

Algorithm min
Input m,n € N
Output minimum value from numbers m and n

if m < n then
return m
else
return n

2w
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Cyklus “for”

Intuice: prikaz cyklu pouzijeme v pfipadé, Ze chceme néjakou ¢ast kédu vykonat vicekrat.
Cyklus “for” ma tuto syntaxi: for var to k do expry ... expry.

m var je tzv. fidici proménna cyklu, kterd postupné nabyva hodnot od var do k (véetné)
m vyrazy expry az expry tvori télo cyklu (odsazend ¢ast kédu), tj. kdd ktery se zopakuje
pro kazdou hodnotu var z daného rozsahu (jedno takové opakovani je iterace cyklu)

m napriklad algoritmus print-squares vytiskne (na obrazovku pomoci instrukce print)
druhé mocniny Cisel od 1 az do n, tj. pro n = 4 se vytisknou ¢isla 1, 4, 9 a 16

Algorithm print-squares
Input n € N
Output prints the squares of numbers 1 to n

1. for i+ 1 ton do
2:  print(square(i))

Poznamka: ¥idici proménnou je zde i, télo cyklu tvofi pouze vyraz na fadku 2.
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Cyklus “while”

Intuice: prikaz cyklu “while” ma tuto syntaxi: while condition do expry ... expry.
m télo cyklu "while” se opakované vykonava dokud je splnéna podminka condition

m napfiklad v algoritmu power je podminka 0 < n, tj. télo cyklu se opakuje, dokud je
hodnota proménné n vétsi nez 0

Algorithm power
Input z,n € N
Output z"

1: temp <1

2: while 0 < n do

3:  temp < temp*x
4 n+<n—1

5. return temp

Poznamka: zde télo cyklu tvori vyrazy na radcich 3 a 4.
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Analyza problému: nejvétsi spolecny délitel
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Priklad: Nejvétsi spolecny délitel
Problém — nalezeni nejvétsiho spolecného délitele

Vstup: nezaporna celd ¢isla m a n, pricemz alespon jedno z nich je vétsi nez 0.
Vystup: gcd(m, n), tedy nejvétsi spolecny délitel m a n (z angl. greatest common divisor).

m k déli m (znalime k|m) pravé tehdy, kdyz existuje pfirozené ¢islo ¢ takové, ze m = k(¢
m gcd(m,n) je nejvétsi prirozené Cislo, které déli zaroven m i n (se zbytem 0)

m zbytek po déleni m Cislem k budeme zapisovat m mod k, tj. operaci modulo

Priklad
Vysledky gcd(m,n) pro konkrétni m a n:

m gcd(3,5) =1

m gcd(3,6) =3

m gcd(7,0) =7

m gcd(12,18) = ged(18,12) =6

m a tak déle. .. )
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Naivni algoritmus

Intuice: zaéneme s ¢t = min(m,n) a pokud ¢|m a zaroven t|n, pak ¢ je nami hledané &islo.
Jinak snizime t o 1 a cely proces opakujeme, dokud ¢ neni délitelem obou &isel m i n.

Algorithm gcd-naive
Input m,n € N
Output greatest common divisor of m and n

1. t < min(m,n)

2: if t =0 then

3:  return max(m,n)

4: while mmodt # 0 or nmodt # 0 do
5 t—t—1

6: return ¢

radky 2 a 3 ¥esi mezni pfipad, kdy m = 0 nebo n = 0 (nelze délit nulou)
podminka na fadku 4 je neplatna (ukond&i cyklus) pravé tehdy, kdyz ¢t|m a zaroven t|n

algoritmus vzdy zastavi, nejpozdéji pro ¢ = 1, protoze Cislo 1 déli kazdé celé &islo
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Priklad: prabéh algoritmu gcd-naive

Priklad
1. t < min(m,n)
2: if £ =0 then
3:  return max(m,n)
4: while mmodt # 0 or nmodt # 0 do
5 i=i=1
6: return ¢

Prabéh algoritmu pro vstupy m = 84 a n = 24, tj. gcd-naive(84,24):

na radku 1 se do t ulozi 24,

podminka na radku 2 neni splnéna, a proto pokracujeme cyklem na radcich 4-5,
podminka na ¥adku 4 je splnéna (84 mod 24 # 0), proto se provede iterace cyklu,

B pri kazdé iteraci cyklu snizime t o 1 a poté nasleduje opét ovéreni podminky,

podminka cyklu je zneplatnéna az po 12 iteracich, konkrétné pro ¢t = 12, jehoz hodnota

je vracena jako vysledek gcd-naive(84,24).
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Dikaz spravnosti gcd-naive

Motivace: dikaz spravnosti u vétsiny algoritmi nebudeme délat prili$ dasledné (je to
komplikované), ale musime si uvédomit, pro¢ je to dilezité.

Véta

Algoritmus gcd-naive je spravny.

Diikaz

Musime ukazat, Ze algoritmus vzdy najde spravné reseni. Z teorie Cisel vime, ze plati:

nejvétsi spoleény délitel dvou &isel m,n € N je nékde v intervalu [0, min(m, n)],

pokud je m = 0 nebo n = 0 (dle definice problému nemiize nastat m = n = 0), pak
jejich nejvétsim spolecnym délitelem je vétsi z nich.

Situaci v bodu B evidentné Fesi fadky 2-3, proto uvazujme |, tj. ze plati m # 0 a n # 0:

® nejprve je podminka na fadku 4 otestovana pro t = min(m,n),

m pokud ¢ neni gcd(m,n) snizime t o 1 a nésledné jej znovu otestujeme v dalsi iteraci,

m cyklus na Fadcich 4-5 tedy prohleda cely interval [1, min(m,n)], v némz dle B se musi

nachazet pozadované FeSeni — to vratime jako vysledek gcd(m,n) na Fadku 6. O
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Euklidav algoritmus

Intuice: spolecné délitele ¢isel m a n nezméni, kdyz vétsi &islo nahradime jejich zbytkem
po déleni. Opakovanim tohoto kroku se &isla rychle zmensuji, az zdstane ged(m, n).

Algorithm gcd-Euclid
Input m,n € N
Output greatest common divisor of m and n

while n # 0 do
r < mmodn
m+<—n
n<r

return m

g R e

jeden z nejstarsich algoritma (poprvé popsan Euklidem pfiblizné 300 pf. n. I.)

rozmyslete, co se stane, je-li na vstupu dvojice (m,n), kde m < n

diikaz spravnosti naleznete ve slidech od prof. Bélohlavka (slajdy 52-53)
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Priklad: prabéh algoritmu gcd-euclid

Priklad
1: while n # 0 do
2. r<+< mmodn
3: m<—n
4: n<r
5. return m

Algoritmus demonstrujeme pro m = 84 a n = 24, tj. gcd-Euclid(84, 24):
podminka na ¥adku 1 je splnéna (24 # 0), a proto pokracujeme prvni iteraci cyklu,
na radcich 2—4 se do r ulozi 12 (vysledek 84 mod 24), déle se nastavi m = 24 an = 12,

na radcich 2—4 se do r ulozi 0 (vysledek 24 mod 12), déle se nastavi m =12 an =0,

podminka je opét splnéna (12 # 0), a proto pokraujeme druhou iteraci cyklu,
dalSi iterace cyklu nenastane, protoze n = 0,
6]

algoritmus pokracuje na radku 5, kde je hodnota m = 12 vracena jako vysledek.
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Jak urcit, ktery z algoritmii je lepsi?

Provedeme analyzu jeho Casové slozitosti
m spolitdme/odhadneme pocet instrukei, které dany algoritmus vykonava

m ale tak jednoduché to nebude: pro riizné vstupy se algoritmy mohou chovat riizné, jak
tedy urcit vhodné kritéria pro jejich porovnani?

m podbrobnéji se tomuto tématu budeme vénovat pristé

Algoritmy porovname experimentalné
m spustime je pro dostatecny vzorek dat a zméfime dobu jejich vykonavani
m zavislé na konkrétni implementaci, zvoleném programovacim jazyce atd.

m slouzi hlavné pro potvrzeni teoretickych vysledkli, my tomuto vénovat nebudeme
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Naivni algoritmus vs Euklidav algoritmus

Motivace: jen pro zajimavost, zkusime algoritmy analyzovat pro vstup m = 84 a n = 24.
Naivni algoritmus
ovéfeni specidlniho pfipadu na zacatku (4 instrukce dohromady i s min(m,n))
gcd-naive(84, 24) provede 12 iteraci cyklu (12krat se provede télo a 13krat podminka)
télo cyklu obsahuje jen vyraz t =t — 1 (2 instrukce)

m
m
m
m ovéfeni podminky: mmodt # 0 or nmodt # 0 (5 instrukei)
m 1 instrukce pro navraceni vysledné hodnoty algoritmu

m

dostavame tedy celkovy pocet 4 + (12 -2) + (13 -5) + 1 = 94 instrukci

Euklidav algoritmus (ktery je z téchto dvou opravdu ten lepsi)

m gcd-Euclid(84,24) provede 2 iterace cyklu a 3krat se ovéfi podminka

m na overeni podminky staci 1 instrukce, 4 instrukce pro télo cyklu, a nakonec 1 return
m dostdvame tedy celkovy pocet (2-4) + 3+ 1 = 12 instrukei

m v tomto konkrétnim pripadé je Euklidiv algoritmus rychlejsi, ale z jednoho experimentu
nemizeme udélat zavér (pro jina &isla by mohl byt naivni algoritmus rychlejsi)

34/35



Porovnani algoritmia v Pythonu

1 # runtime for 10000 pairs of random numbers:

2 def gcd_naive(m, n):

3 t = min(m, n)

4

5 if t == 0:

6 return max(m,n)

7

8 while m % t != 0 or n % t != O:
9 t -= 1

10

11 return t

14 # runtime for 10000 pairs of random numbers:

15 def gcd_euclid(m, n):

16 while n != 0:
17 r =m % n
18 m = n
19 n =r
20 return m

0.9724s

0.0171s
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