2. Casova slozitost algoritmu

Algoritmizace

Jiri Balun



Obsah

Datova struktura pole
m Pole a jeho vlastnosti
m Ptiklad: hledani minima v poli

Casovi slozitost algoritmu
m Velikost instance
m Casova slozitost
m Srovnani zakladnich funkci

Asymptoticka slozitost
m O(g) — asymptotickd horni mez
m (g) — asymptoticka dolni mez
m O(g) — asymptoticka tésnd mez
m Asymptotické ostré meze

1/34



Rekapitulace a motivace

Na minulé prednasce
m zakladni pojmy: problém, instrukce a algoritmus
m pseudokdd: proménné, vétveni programu, cykly

m analyza problému nejvétsiho spolecného délitele

Na této prednasce

m datova struktura pole

m Casova slozitost algoritmu: v nejhorsSim prfipadé a v priimérném pripadé
m srovnani funkci, které se Casto vyskytuji jako sloZitosti algoritm

m asymptoticka sloZitost: O-notace, {2-notace, ©-notace a ostré meze
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Datova struktura pole
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Proc potrebujeme datové struktury?

Intuice: algoritmy pracuji s daty — napriklad je potrebuji je uloZit, vyhledat v nich
hodnotu, setfidit nebo jinak zpracovat. Datova struktura urCuje, jakym zplsobem jsou
data ulozena v paméti a jak efektivné s nimi mazeme pracovat.

Motivace
Proc¢ jsou datové struktury dalezité:

volba vhodné datové struktury miize zadsadné ovlivnit rychlost programu,

stejny problém Ize vyresit riznymi zplsoby:
m hledani prvku v neusporadaném poli — je potfeba projit vSechny prvky,
m hledani v setfidéném poli — nemusime prohledavat prvky, které jsou vétsi nez hledana
hodnota, ale existuje i lepsi zplisob — opakované pdlit interval hledani,
m hledani v tabulce s pfimym pristupem (hashovaci tabulka) — &asto staéi jediny krok,

m dobra datova struktura je zadkladem pro efektivni algoritmus.

m datové struktury umoznuji uchovavat a organizovat informace riiznymi zpdsoby: pole,
seznamy, stromy, zasobniky, fronty, grafy aj.

m riizné datové struktury jsou navrzeny pro riizné typy tloh

4/34



Datova struktura: pole

Intuice: pole je jedna z nejjednodussich a nejcastéji pouzivanych datovych struktur.
Umoznuje ukladat konecnou posloupnost hodnot, které jsou pristupné podle svého indexu.

Definice
Pole je datova struktura, ktera reprezentuje usporadanou n-tici prvki stejného typu:

A= <a0)a1a see 7an—1>

Kazdy prvek ma svij index i, ktery uruje jeho pozici (od 0 do n — 1).

m indexovani zacdina obvykle od 0, to samé plati naptiklad i pro Python, C, Java,...

m délka pole = pocet prvki v poli, tj. Cislo n

m hodnoty ag, a1, ...,a,—1 ulozené v poli lze Cist i zménit

m piimy pFistup k prvkiim — prvek na pozici ¢ ziskdme v konstantnim ¢ase (nezévisi na n)
m pole obsahuje prvky stejného typu, proto lze ulozit kazdou hodnotu do stejného poctu bitl
m adresu v paméti prvku na indexu i vypocitame: AdresaPronihoPrvku + i x VelikostTypu
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Pristup k prvkim pole

Intuice: pole funguje podobné jako , prihradky v fadé za sebou" — kazda prihradka ma své
Cislo, podle kterého do ni mizeme sahnout.
Priklad
A3l =9
y
3 7 2 9 0 5 8 1

0 1 2 3 4 5 6 7

Méjme pole A= (3,7,2,9,0,5, 8, 1), pro které
m A[l] je zapis pro pfistup k prvku na indexu 1 (ma hodnotu 7),
m A[3] < 9 je zapis pro zménu prvku na indexu 3 na hodnotu 9,

m A[3] < A[5] je porovnani prvku na indexu 3 s prvkem na indexu 5 (tj. porovnani 9 < 5).
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Algoritmus: hledani minima v poli
Intuice: chceme najit nejmensi prvek v (nesetfidéném) poli A o délce n. Projdeme
postupné vSechny prvky a zapamatujeme si zatim nejmensi nalezenou hodnotu.

Algorithm min-array

Input array A = (ag,...,an—1)
Output minimum value from array A

min < A[0]
: fori<—1ton—1do
if A[i] < min then
min < Ali]
return mun

AN

pro jednoduchost predpokladame, Ze pole obsahuje alespon jeden prvek, jinak by
instrukce na fadku 1 skoncila chybou

m nezndme presny pocet instrukci min-array pro pole délky n, algoritmus provede n — 1
porovnani (na Fadku 3), ale nevime kolikrat bude podminka pravdiva
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Priklad: prabéh algoritmu min-array

Priklad

1:
2
3
4:
5

Méjme pole A= (3,7,2,9,0, 5,8, 1), pro které min-array(A) vrati hodnotu 0:

min < A[0]

: fori<—1ton—1do

if A[i] < min then
min < Ali]

: return min

=

man

)

Porovnani

min (po)
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inicializace
7<3
2<3
9 <2
0<2
5<0
8<0
1<0
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Casova slozitost algoritmu
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Velikost instance

Intuice: chceme popsat, jak ,velky" je konkrétni vstup algoritmu, abychom mohli vyjadrit,
jak se doba vypoctu méni s rostouci velikosti vstupu.

Definice

Velikost instance (oznadujeme |I|) je pfirozené Cislo, které udava, jak rozsahly je vstup I
daného problému. Formalné jde o zobrazeni:

|-]:Vst =N,

kde Vst je mnozina vsech pripustnych vstupt problému.

m volba |I| zavisi na charakteru problému:
m hledani minima pole: |I| = n (polet prvki)
m hledani nejkratsi cesty v grafu: |I| = pocet uzll nebo hran
m vypocet s¢itani dvou n-cifernych Cisel: |I| = n
m pro jedno &islo N se Casto bere: |[N| = |logy, N| + 1 (poéet bitil jeho zapisu)

m cilem je, aby doba béhu ¢ 4(I) algoritmu A na vstupu I pfirozené zavisela na |I|
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Casova slozitost algoritmu

Intuice: chceme zmé¥it, kolik krok( algoritmus provede pfi zpracovani vstupu velikosti n.
Tim zjistime, jak se doba vypoétu méni s velikosti instance |I|.

Definice
Casova slozitost algoritmu A je funkce T4 : N — N:

T 4(n) = pocet elementarnich krokd, které A vykona pro vstup velikosti n.

budeme spat jen T'(n) misto T'4(n), pokud bude algoritmus A jasny z kontextu

funkce T'4(n) popisuje, jak algoritmus chova pro vSechny vstupy o velikosti n

obvykle nas zajima nejhorsi pfipad (maximum z vSech vstupti) nebo primérny p¥ipad
(ocekavany pocet krokil pro ndhodny vstup)

Casova sloZitost udava zavislost algoritmu na velikosti vstupu, ne skutecny c¢as béhu

konkrétni béh A ma délku t () — poclet provedenych instrukei pro vstup I
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Casova slozitost v nejhorsim pripadé

Intuice: chceme znét, jak dlouho miize algoritmus trvat v nejhorSi mozné situaci — tedy
pro takovy vstup, na kterém pracuje nejdéle.

Definice

Casova sloZitost v nejhorsim pripadé algoritmu A je funkce

Ta(n) =max{ta(I)| I jevstup a |I| =n},

kde t4(I) je polet elementarnich krokd, které algoritmus A vykona na vstupu I.

m udéava horni odhad doby béhu algoritmu pro vstupy délky n
m fikd ndm, Ze algoritmus nikdy nebude trvat déle nez T)y(n)

B nejpouzivanéjsi metrika, protoze umoznuje bezpecné porovnavani algoritmi
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Casova slozitost v primérném pripadé

Intuice: chceme odhadnout, jak dlouho algoritmus bézi v prliméru, nikoli pouze v nejhorsi
situaci. Zajima nas jeho typické chovani pro bézné vstupy.

Definice

Casova slozitost v primérném pripadé algoritmu A je olekavany pocet elementarnich
krokil pro vSechny vstupy délky n:

Tu(n) = ta(lr) + tA(I27)n+ PRE tA(Im)’

kde I1,..., I, jsou vSechny mozné vstupy délky n.

m udava ocekavany cas béhu algoritmu pro ndhodné zvoleny vstup délky n

m vyzaduje znalost nebo odhad pravdépodobnostniho rozdéleni vstupi

......

neschoponost algoritmu efektivné fesit nékteré vstupni instance
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Jak je to s casovou slozZitosti min-array? (1/2)

Nejhorsi pripad
m hleddme vstupni instance Ij,.x, pro které trva vypocet nejdéle

m Vv [ je pole setfizeno sestupné, a proto je podminka na fadku 3 platna v kazdé
iteraci (v kazdé iteraci nalezneme nové minimum)

Analyza

m inicializace proménné min a prikaz return: 2 kroky

m cyklus se provede (n — 1)-krat a pti kazdém opakovani nastane:
m 1 inkrementace i (v ramci cyklu for),

1 porovnani (A[i] < min)

1 vyhodnoceni podminky (vzdy se vyhodnoti na pravdu)

1 prirazeni (min < A[i])

m celkovy pocet krokil v nejhorsim pripadé:

T(n)=t(Inax) =24+4-(n—1)=4n —2
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Jak je to s casovou slozZitosti min-array? (2/2)

Primérny pripad
m pritazeni min <— Ali] se provadi jen tehdy, kdyZz je nalezen novy nejmensi prvek

m takovych situaci nebyvd mnoho — dany prvek musi byt mensi nez vSechny predchozi,
coz je malo pravdépodobné, a proto s rostouci velikosti pole pribyvaji velmi pomalu

m polet téchto pritazeni roste priblizné jako logaritmus z poctu prvkd (pfesnd analyza
pramérného pfipadu je nad ramec tohoto kurzu)

Analyza

m pocet kroki se lisi od nejhorsiho ptipadu jen v poctu pritazeni na radku 3

m pro vstupy I, ..., I, s velikosti n se primérné provede logn prirazeni

m celkovy pocet krokli v primérném pripadé:

2 ‘(n—1)+1
T(n) ~ m(2+3-(n—1)+logn) ~3n—1+logn
m
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Casto se vyskytujici sloZitosti

Intuice: slozitosti rliznych algoritm rostou s velikosti vstupu rizné rychle. Nékteré
zvladaji i velké vstupy, jiné se stanou neproveditelnymi uz pro malé n.

Prehled béznych typi slozitosti

Typ rastu Priklad funkce | Typické algoritmy / operace
konstantni c pristup k prvku v poli
logaritmicka logn binarni vyhledavani
linearni n prohledani pole, vypocet minima
linedrné—logaritmicka | nlogn efektivni tridéni (MergeSort, QuickSort)
kvadraticka n? naivni tridéni (BubbleSort, InsertionSort)
kubicka n3 naivni nasobeni matic
exponencialni 2™ Gplné prohledavani stavového prostoru
faktorialn{ n! prochazeni vsech permutaci

m rozdily mezi témito rdsty se projevi velmi

rychle uz pro mald n
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Srovnani zakladnich funkci (1/3)

Obrazek: grafické porovnani rychlosti ristu funkci pro malé n.

17/34



Srovnani zakladnich funkci (2/3)

104
1 [ ] T
_— n
0.8 | -|—nlogn
2
06— n°
8 — 2"
O
0.4
0.2+
0 | | I L " I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obrazek: grafické porovnani rychlosti ristu funkci pro vétsi n.
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Srovnani zakladnich funkci (3/3)

n log,n n nlogon n?  n? 2n n!
10 3.3 10 33 100 1000 1024 3628800
100 | 6.6 100 660 10* 106 1.27 - 1030 9.33 - 10157
103 | 10 103 10% 106 10°  1.07-1030Y  4.02- 102567
10* | 13 104 1.3-10° 10® 10'2 1.99.103010 2.85.1035659
10° | 17 10° 1.7-10% 109 10"
108 | 20 106 2-107 102 10'8

Tabulka 1: pfiblizné hodnoty zakladnich funkci.
n logon n nlogyn n? n3 2m n!
10 |0 0 0 0 0 0 0
100 | 0 0 O 0 0 1.27 - 1015 9.33.10'42
10 |0 0 0 0 0 1.07-10%%6  4.02-102%%2
10 | 0 0 O 0 0.001 1.99-10299 2.85.103°644
10° | O 0 O 107° 1
108 | 0 0 0 0.001 1000

Tabulka 2: doba vypoétu v sekundach na velmi rychlém pocita&i (10'° operaci za sekundu).
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Asymptoticka slozitost
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Motivace: pro¢ hrubsi analyza casové slozitosti?

Intuice: presné pocitani instrukci je zdlouhavé a pro velkd n nepfindsi podstatné
informace. Dilezity je Fad rastu funkce — jak rychle se zvétSuje s velikosti vstupu.
Priklad

Méjme algoritmus s ¢asovou slozitosti

T(n) = 2n? + 100n + 500

pricemz vyznamnost jednotlivych ¢leni:

m pro n = 10: 200+ 1000 4 500 = 1700

m pro n = 100: 20000 + 10000 + 500 = 30500

m pro n = 1000: 2000000 + 100000 + 500 = 2100 500

m pro mald n mohou mit nizsi Cleny vliv, ale s rostoucim n prevldda nejvyssi mocnina
B zajima nas tedy jen hlavni Clen, ktery urcuje tempo ristu
m tento pristup vede k asymptotické analyze a zavedeni O-notace, {)-notace a ©-notace
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O(g) — asymptoticka horni mez

Intuice: pomoci O-notace popisujeme, jak rychle roste Casova slozitost algoritmu. Funkce
f(n) patfi do O(g(n)), pokud od néjakého n dal je f(n) mensi nez konstanta krat g(n).

Definice
Pro funkci g(n) je asymptoticka horni mez (odhad) definovana jako

O(g(n)) = {f(n) | existuje ¢ > 0 a ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng plati 0 < f(n) < cg(n)}

m piseme bézné f(n) = O(g(n)) misto presnéjsiho f € O(g(n))
m pouziva se pro asymptoticky odhad shora — uréuje, jaky ,¥ad ristu” ma algoritmus
m priklad: 2n? + 100n + 500 = O(n?)
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O(g) — asymptoticka horni mez

Definice
Pro funkci g(n) je asymptoticka horni mez (odhad) definovana jako

O(g(n)) = {f(n) | existuje ¢ > 0 a ng € N takové,
ze pro kazdé n > ng plati 0 < f(n) < cg(n)}

cg(n)

f(n)

n
no

f(n) = 0(g(n))

Zdroj obrazku: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)
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Priklad: asymptoticka horni mez

Piklad (&ast 1/2)

Chceme ovéfit, Ze funkce f(n) = 2n% + 3n + 1 pat¥ do O(n?), tedy Ze neroste rychleji
nez cn?, kde c je néjaka vhodné konstanta.

Postup:

® musime najit konstanty ¢ > 0 a ng, pro které plati
0< f(n) < en®  pro véechna n > ny
m po dosazeni f(n) dostaneme nerovnici
2 +3n+1 §cn2

m kterou upravime na tvar
(c—2)n?>3n+1

m hleddme takové c a ng, pro které tato nerovnost plati pro vSechna n > ny.
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Priklad (st 2/2)

Z nerovnice (c —2)n? > 3n + 1 plyne, Ze pro velkd n se ¢len n? stava dominantnim,

nejprve zvolime dostatecné velké ¢, aby prava strana nerostla rychleji nez leva,

zvolme napriklad ¢ = 3, potom dostaneme

tato nerovnost plati pro vSechna n > 4, takze mizeme zvolit ng = 4,
tedy plati f(n) < 3n? pro véechna n > 4, a proto f(n) = O(n?).

(B3-2n2=n?>>3n+1

2]
<
Q
&
g

100
80
60
40
20

—f(n)=2n2+3n+1

en? (c=3)
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Priklad: kdy nerovnost neplati?
Priklad
Uvazujme funkce f(n) = n? a g(n) = n. Chceme ovéfit, zda f(n) = O(g(n)).

Postup:
m podle definice musi existovat konstanty ¢ > 0 a ng, pro které plati

0 < f(n) <cg(n) provdechna n > ny

m po dosazeni:

po vydéleni n (pro n > 0) dostavame
n<c

m tato nerovnost vSak nemiize platit pro vSechna n, protoze leva strana roste
neomezené, zatimco ¢ je jenom konstanta,

m nelze tedy najit takové c a n, pro které by nerovnost platila, a proto f(n) # O(n).
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()(g) — asymptoticka dolni mez

Intuice: pomoci {2-notace popisujeme, jak pomalu maze algoritmus rist. Funkce f(n)
patii do 2(g(n)), pokud od néjakého n dal je f(n) vétsi nez konstanta krat g(n).

Definice

Pro funkci g(n) je asymptoticka dolni mez (odhad zespodu) definovana jako

Qg(n)) = {f(n) | existuje ¢ > 0 a ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng plati 0 < cg(n) < f(n)}

m bézné piseme f(n) = Q(g(n)) misto presnéjsiho f € Q(g(n))
m asymptoticky odhad zespodu — urcuje, jak rychle algoritmus alespon roste
m priklad: 2n? + 100n + 500 = Q(n?)
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()(g) — asymptoticka dolni mez

Definice
Pro funkci g(n) je asymptoticka dolni mez definovana jako

Q(g(n)) ={f(n) | existuje ¢ > 0 a ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng plati 0 < cg(n) < f(n)}

Q)

cg(n)

n
no

f(n) = Q(g(n))

Zdroj obrazku: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)
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Priklad: asymptoticka dolni

Priklad

Chceme ovéfit, Ze funkce f(n) = 2n% + 3n + 1 pat¥ do Q(n?), tedy Ze roste alespoh tak

mez

rychle jako c¢n?, kde ¢ je n&jaka vhodna konstanta.

Reseni: existuji konstanty ¢ > 0 a ng, pro které plati

0<cn?®< f(n)

pro vSechna n > ny.

Napriklad ¢ = 1 a ng = 1 splnuji tuto podminku. Pro vSechna n > 1 je

n? < 2n% +3n + 1, tedy f(n) = Q(n?).

100

g0 |— f(n) = 2n* +3n +
6o~ en? (c=1)

1

RS
Q
= 40)
=20

(—————— == --- |
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O(g) — asymptoticka presna mez

Intuice: pomoci ©-notace popisujeme pfesny Fad ristu algoritmu. Funkce f(n) patfi do
©(g(n)), pokud roste stejné rychle (az na nasobek konstanty) jako g(n).

Definice
Pro funkci g(n) je asymptoticka tésna mez (oboustranny odhad) definovana jako

©(g(n)) = {f(n) | existuji ¢ > 0,c2 > 0 a ng € N takové,
ze pro kazdé n > ng plati 0 < c1g(n) < f(n) < cag(n)}

m bézné piseme f(n) = ©(g(n)) misto presnéjsiho f € O(g(n))

m f(n) =0(g(n)) pravé tehdy, kdyz f(n) = O(g(n)) a zaroven f(n) = Q(g(n))
m priklad: 2n? 4+ 100n + 500 = O(n?)
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O(g) — asymptoticka tésna mez

Definice
Pro funkci g(n) je asymptoticka tésna mez (oboustranny odhad) definovana jako

©(g(n)) = {f(n) | existuji ¢; > 0,c2 > 0 a ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng plati 0 < c1g9(n) < f(n) < cag(n)}

c28(n)

f(n)

c18(n)

n
no

f(n) = ©(g(n))

Zdroj obrazku: Introduction to Algorithms (Cormen et al.) .



Priklad: asymptoticka tésna mez

Priklad

Chceme ovéfit, Ze funkce f(n) = 2n% + 3n + 1 patfi do ©(n?), tedy Ze roste stejné rychle

jako cn?, kde ¢ je n&jaka vhodna konstanta.

Reseni: existuji konstanty ¢, c2 > 0 a ng, pro které plati

0<cn®< f(n) < con®

pro vSechna n > ny.

Napriklad ¢; =1 a ¢ = 3 a ng = 4 splnuji tuto podminku. Pro vSechna n > 4 je

n? < f(n) < 3n?, tedy f(n) = O(n?).

~ 100 : ‘ |
S so|[—fm) =2m2 43041 |
oy 60H cln2 (Clz ) //’ b
< ) -
< 407 can (CQ: ) . |
= 20 e ]
= 0 -=—=:::::::_‘ _________ ‘—— !

0 1 9 3 . .
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Ostré (netésné) meze — o(g(n)) a w(g(n))
Intuice: Notace o(g(n)) a w(g(n)) vyjadtuji tésné (ostré) porovnani ristu funkci. Na
rozdil od O (a 2) zde f(n) roste podstatné pomaleji (nebo podstatné rychleji) nez g(n).
Malé o — ostrd horni mez
Pro funkci g(n) je o(g(n)) asymptoticka ostra horni mez a w(g(n)) je asymptoticka
ostra dolni mez. Jsou definovany takto:

o(g(n)) = {f(n) | pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové,

Ze pro kazdé n > ng plati 0 < f(n) < cg(n)}

w(g(n)) = {f(n) | pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng plati 0 < cg(n) < f(n)}

m O, Q, © — neostré (véetné rovnosti), o, w — ostré (tésné) meze (bez rovnosti)
m plati vztahy: o(g) C O(g) a w(g) C Q(g)

m napriklad plati 3n = o(n?), ale 3n? # o(n?), protoZe cn? neroste rychleji nez 3n? pro
vSechny konstanty ¢ > 0 (napfiklad pro ¢ = 4)
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Zavérem

Algoritmus min-array:
m min-array ma linearni ¢asovou slozitost ©(n)
m plati T'(n) = O(n) — doba béhu roste nanejvys linedrné
m plati T'(n) = Q(n) — algoritmus musf projit vSechny prvky pole
m tedy zéroven T'(n) = O(n)
m pro libovolny vstup délky n provede pfesné n — 1 porovnanf{

m sloZitost je stejna v nejlepSim, primérném i nejhorSim pripadé

Dopliiujici materialy:
m na 2. slidech od prof. Bélohlavka najdete (od str. 28):

m vice prikladd na asymptotické meze
m priklady na ostré meze
m vztahy mezi jednotlivymi pojmy
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