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Rekapitulace a motivace

Na minulé prednasce

m datova struktura pole

m Casova sloZitost algoritmu: v nejhorsim prfipadé a v priimérném pripadé
m srovnani funkci, které se Casto vyskytuji jako slozitosti algoritmi

m asymptoticka sloZitost: O-notace, (2-notace, ©-notace a ostré meze

Na této prednasce

m problém tfidéni a zakladni vlastnosti tfidicich algoritmi
m Insertion Sort — tfidéni vkladanim

m Quick Sort — rychlé tridéni
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Problém tridéni

Motivace: t¥idéni (sorting) patfi mezi zakladni a nejcastéji studované algoritmické Glohy.
Objevuje se v mnoha oblastech informatiky: databaze, vyhledavani a zpracovani dat atd.
Problém — tridéni Cisel

Vstup: posloupnost (nebo také n-tice) pfirozenych &isel (ag,...,an—1).

Vystup: permutace vstupni posloupnosti (af, ..., al,_;) takova, ze ay < a} <...<al_;.

m hleddme efektivny zplsoby, jak z neusporaddané posloupnosti vytvorit sefazenou

m pro jednoduchost se omezujeme na celd Cisla, ale tridit lze i jiné datové typy

Proc je tridéni dalezité?

E je jednim z nejcastéjsich krokd pti zpracovani dat

m usnadriuje dal$i operace (napfiklad vyhledavani, odstrariovani duplicit atd.)
m umoznuje efektivni organizaci informaci a rychlejsi pristup k datiim

m predstavuje typicky priklad Glohy, kde lze porovnavat efektivitu algoritmi
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Naivni tridici algoritmus

Intuice: nejjednodussi zplsob tridéni spociva v tom, ze zkousime vSechny mozné

preusporadani (permutace) vstupni posloupnosti dokud nenajdeme tu, kterd je sefazena.

Popis algoritmu:
m z vstupni posloupnosti (ag, a1, ...,a,—1) postupné generuj vSechny jeji permutace
m kazdou permutaci otestuj, zda je sefazend (tj. zda plati af, < a} < ... <a),_;)

m pokud naleznes sefazenou permutaci, vrat ji jako vysledek

Casova sloZitost:

m pocet viech permutaci délky n je n! (faktorial n)

m kontrola jedné permutace zabere Cas Umérny n

m celkovy pocet krokl v nejhor$im pfipadé je tedy O(n!)

m tento postup je extrémné pomaly — slozitost roste mnohem rychleji nez jakykoli
prakticky pouzitelny algoritmus
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Zakladni vlastnosti tridicich algoritmu

Motivace: pri porovnavani tfidicich algoritm(i nas Casto zajimaji kromé casové slozitosti
také jejich dalsi vlastnosti, které ovliviiuji vhodnost pouziti v praxi.

Definice |
TFidéni porovnavanim rozhoduje o poradi prvki pouze pomoci operaci ,<" nebo ,>":

v s v/

m pro setfidéni ¢isel pouziva jen informaci ziskanou porovnavanim (nepouiva napriklad
informaci o posledni ciffe ¢isla).

T¥idéni na misté nevyzaduje dalsi pamét Gdmérnou velikosti vstupu:
m algoritmus méni poradi prvki pfimo v poli,

m potrebnd pomocnéd pamét je jen konstantni nebo velmi mala.
Stabilni tridici algoritmus zachovava poradi prvki se stejnym klicem:
m dva prvky se stejnou hodnotou ziistavaji na vystupu ve stejném poradi jako na vstupu,

m stabilita je didleZita, pokud se t¥idi podle vice kli¢i (nap¥. nejprve podle roku, poté
podle mésice, dnu atd.).
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Insertion Sort
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Motivace: tridéni karet v ruce

Zdroj obrazku: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)

m zacneme s jednou kartou v ruce — ta je uz ,setfidénd"
m kazdou dalsi kartu vlozime na spravné misto mezi jiz setfidéné karty

m postupné tak vznika stéle delSi setfidéna Cast, az jsou vSechny karty na spravném misté
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Insertion Sort

Intuice: vnéjsi cyklus postupné prochazi ¢isla a; az a,—1 (to aktudlni je ulozeno v key).
Vnitfni cyklus posune vsechny Cisla v setfidéné Casti, které jsou vétsi nez key, o jeden
index dal, ¢imz ziskdme pozici kam patfi key.

Algorithm 1: Insertion-Sort

Input: array A = (ag,a1,...,an-1)
Output: sorted array A

1 forj«< 1ton—1do
key < Alj]
1475—1
while i > 0 and Ali] > key do
Ali + 1] + Ali]
1—1—1

o AW N

7 Ali + 1] + key

m jde o stabilni algoritmus, ktery tfidi na misté pomoci porovnanf{
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Priklad: prabéh algoritmu Insertion sort

Ptiklad (¢ast 1/3)
Vstup: pole osmi Cisel
A=(52,4,6,1,3,8,7)

Postup:

E proménnd j oznacuje index prvku, ktery se prave vklada do settidéné Casti,

m proménnd key obsahuje hodnotu tohoto prvku,

m prvky A[0..j — 1] jsou vzdy setfidéné a prvek A[j] musime zattidit na spravné misto,
¢imz postupné rozsifujeme setridénou Cast pole zleva doprava.

Krok 1: j=1, key =2
(6] 2461387 (jen prvni prvek je setfidén)

= [6 51461387 (porovnani 2 <5 — posun 5)
= [2 51461387 (key=2vlozen na zalatek pole)
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Priklad (&ast 2/3)
7=2, key =4

5] 461387
55]61387
45161387
key =6

45161387
45611387

key =1

Krok 2:

Krok 3:

Krok 4:

[2
= [2
= [2
=3,

[2
= [2
j=4

[2
= [2
= [2
= [2
= [2
= [1

4
4

NN S
N N e

5

6] 1387
6 61387
561387
561387
56]387
561387

(prvni dva prvky uz jsou setfidény)
(porovnani 4 < 5 — posun 5)
(4 > 2 — key = 4 vlozen mezi 2 a 5)

(6 > 5 — bez posunu)
(key = 6 je vlozen na svij pdvodni index)

1 < 6 — posun 6)
1 < 5 — posun 5)
1 < 4 — posun 4)
1 <2 — posun 2)

(
(
(
(
(

key = 1 vlozZen na zalatek pole)
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Piklad (&ast 3/3)

Krok 5:

Krok 6:

Krok 7:

j=5,key=3

[12456]387

=[12456
= [12455
=[12445
=[12345

] =6, key =38
[1 2345
= [12345

j=7, key=7

[1 2345
= [12345
=[12345

6] 87
6] 87
6] 87
6] 87

6] 87
6 8] 7

6 8] 7
6 8 8]
6 7 8]

3 <6 — posun 6

(

(3 < 6 — posun 5)

(3 < 6 — posun 4)

(3 > 2 — key = 3 vlozen mezi 2 a 4)

(8 > 6 — bez posunu)

(key = 8 je vlozen na sviij pavodni index)

(7 < 8 — posun 8)
(7 > 6 — key =7 vlozen mezi 6 a 8, konec)
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Korektnost

Intuice: ve zdlvodnéni korektnosti pouzijeme tzv. invariant — podminka, ktera vzdy platf
pri vykonavani néjaké casti algoritmu.

Invariant cyklu na fadku 1:

m na zalatku kazdé iterace plati, ze prvky A[0.. 7 — 1] jsou settidéné

m tj. algoritmus postupné ,sestavuje” usporaddanou posloupnost zleva doprava

Zdhvodnéni korektnosti

m Inicializace: Na zalatku (pfed prvni iteraci) obsahuje setfidénou ¢ast pouze jeden
prvek, ktery je trividlné setfidény.

m Pribézny krok: Vkladanim prvku A[j] na spravné misto mezi A[0..j — 1] se zachova
vlastnost, ze leva Cast zlistava setfidéna.

m Ukonceni: Po dokonéeni poslednf iterace cyklu na fadku 1 (tj. 7 = n) je leva Cast
AJ0..n — 1] setfidéna — tedy celé pole.

m Zavér: Invariant cyklu plati ve v8ech krocich, a proto je algoritmus korektni.
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Casova slozitost

Nejhorsi pripad:

m nastava tehdy, kdyZ je vstupni pole setfidéno v opacném poradi

m kazdy nové vkladany prvek musi byt posunut az na zacatek setridéné Casti
m pocet presunl (porovnani a pfirazeni) pro vSechny prvky pole:

s n(n —1)
Zi:1+2+:’>+---+(n—1):T

i=1
m Casové sloZitost v nejhor$im pripadé je tedy ©(n?)
Pramérny pripad:

m v priméru byva prvek vlozen zhruba do poloviny sefazené Casti

m pocet porovnani a presunil je tedy také imérny n?, i kdy? s mens$im koeficientem ne

v nejhors$im pripadé

m proto i v priim&rném piipadé je &asova slozitost ©(n?)
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Casova slozitost v nejlepSim pripadé

Motivace: v praxi se bézné vyskytuji pripady, kdy vstupni pole je z velké Casti, nebo
dokonce celé, setfidéno. Zajima nas jak Insertion Sort obstoji v takovém pripadé.
Nejlepsi pfipad:

m nastava tehdy, kdyz je vstupni pole jiz setfidéna vzestupné, napriklad
A=(1,2,3,4,5,6,7,8)

m kazdy novy prvek je porovnan pouze s predchozim, protoze neni potfeba zadny presun
m v kazdé iteraci se tedy provede pravé jedno porovnani a zadny posun

m celkovy poclet operaci roste linedrné s poctem prvki n, tj. Insertion sort je v tomto
pripadé velmi efektivni a jeho slozitost je ©(n)

Zavér:

m Insertion Sort je efektivni pro malé vstupy nebo téméF sefazena pole, ale pro velké
nadhodné vstupy je neefektivni

15/28



Quick Sort
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Motivace: princip ,,rozdél a panuj“

Intuice: namisto feSeni slozitého celého problému najednou jej rozdélime na mens{
(jednodussi) Casti, které vyreSime samostatné a jejich vysledky spojime.

T¥i kroky principu ,,rozdél a panuj“:

rozdél — rozdélime problém na mensi podproblémy stejného typu

panuj — vyfe$ podproblémy (rekurzivné)

spoj — slouc¢ime vysledky dil¢ich feseni do celkového vysledku

V kontextu algoritmu Quick Sort:

m funkce partition rozdéli pole podle pivota, aby mensi prvky byly vlevo a vétsi vpravo
m obé Casti setfidime rekurzivné funkci quick-sort

m vysledné poradi je jiz setfidéné celé pole
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Quick Sort

.
I

Intuice: jedna se o rekurzivni algoritmus — béhem svého béhu volad sdm sebe na mens
podproblémy, dokud nedoséhne trividlniho pfipadu (naprklad pole délky 1).

Algorithm 2: quick-sort

Input: array A = (ag,a1,...,an—1), indexes p and r
Output: sorted subarray A[p..7]

1 if p <r then

2 q < partition(A, p,r)
3 quick-sort(A, p,q — 1)
4 quick-sort(A,q+ 1,7)

m indexy p a r Fikaji, kterou ¢ast pole dané rekurzovni volani zrovna tridi
m celé pole setfidime pomoci quick-sort(0,n — 1)

m Quick Sort t¥idi na misté pomoci porovnani, ale neni stabilni
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Procedura Partition

Algorithm 3: partition
Input: array A = (ag,a1,...,a,—1), indexes p and r
Output: index of pivot = in array A

1 x <+ Alr]

204+ p—1

3 forj<ptor—1do
4 if A[j] < then

5 Lﬂ—i—kl

6 swap(Ali], A[])

7 swap(A[i + 1], A[r])
8 return 7+ 1

m prvku z se Fika pivot, pricemz funkce partition na konci vraci index pivotu
m vSechny prvky vlevo od pivota jsou mensi neZ pivot a vSechny prvky vpravo jsou vétsi
m volba pivota miize probihat riizné: obvykle je to prvni, prostredni nebo posledni prvek

dané cCasti pole
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Priklad: pribéh funkce partition

Priklad
Vstup: A=(9,3,7,1,8,2,5,4), p=0,r=7

|
—
I

|
—

Inicializace: © = A[r] = 4 (pivot), i =p
Prabéh cyklu:

j=0:[93718254] A[j]=9>4 = nicse nedéje
j=1:[839718254] AjjJ]=3<4 =i=0, prohodime A[0] <> A[l]
j=20[39718254] A[j]=7>4 = nicse nedéje
j=3[831798254] A[j]=1<4 =i=1,swap A[l] <> A[3]
j=4:[8317 9825 4] A[j]=8>4 = nicse nedéje
j=5031298754] A[j]=2<4 =i=2, swap A[2] < A[5]
j=6:[31298754] A[j]=5>4 = nicse nedéje

Po smycce: i = 2, proto prohodime Afi + 1] <> A[r] = A=(3,1,2,4,8,7,5,9)
Vysledek: funkce vraci ¢ + 1 = 3, tj. index pivotu.
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Ptiklad: pribéh algoritmu Quick Sort

Ptiklad (¢ast 1/3)
Vstup:
A=1(9,3,7,1,8, 2 5, 4)

Hloubka rekurze: 1
m zvolime pivot = 4 (posledni prvek),

® po zavolani partition(A, 0,7) ziskame
A=(3,1,2,4,8,7,59), ¢=3

pivot je na spravném misté (A[3] = 4).

m rekurzivné tfidime obé &asti pole (nalevo je (3,1,2) a napravo je (8,7,5,9))

quick-sort(A,0,2) a quick-sort(A,4,7)
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Priklad (&ast 2/3)
Hloubka rekurze: 2
Levy podproblém quick-sort(A,0,2) pro podpole (3,1,2)
m pivot x = 2 (posledni prvek),
® po zavolani partition(A4, 0, 2):
(1,2,3,4,8,7,59), g=1
m leva &ast (1) a prava ¢ast (3) maji délku 1 = netfidi se dal.

Pravy podproblém quick-sort(A,4,7) pro podpole (8,7,5,9)
m pivot x = 9 (posledni prvek),
m po zavolani partition(A4, 4,7):

(1,2,3,4,8,7,5,9), q=71

m pivot 9 je na spravném misté, levé podpole je (8,7,5) a pravé je prazdné,

m rekurzivné tfidime levé podpole quick-sort(A4, 4, 6).
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Priklad (&ast 3/3) |
Hloubka rekurze: 3

m nyni tiidime (8,7,5), tj. quick-sort(A,4,6) leva ¢ast podproblému quick-sort(A,4,7)

m pivot x = 5 (posledni prvek),

m po partition(A,4,6):
(1,2,3,4,5,7,89), g=4

m leva &ast je prazdnd, pravou Cast (7, 8) tfidime rekurzivné quick-sort(A4, 5, 6).

Hloubka rekurze: 4
m nyni tfidime (7, 8), tj. quick-sort(A,5,6) prava ¢ast podproblému quick-sort(A, 4,6)
m pivot x = 8 (posledni prvek),

(1,2,3,4,5,7,89)
pricemz leva ¢ast (7) ma délku 1 a prava Cast je prazdna, proto se dal netfidi.

Vysledek: A = (1,2, 3,4, 5,7, 8,9)
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llustrace rekurzivnich volani Quick Sort

[ 9,3,7,1,8,2, 5, 4) j
Pivot = 4
8,7, 5,9)
Pivot = 9
(8,17, 5) ()
[L] [ Pivot = 5 } (prazdné)
(7, 8)
0 [ 59, )

(3,1,2)
Pivot = 2

E
(1)

Obrazek: Kazdé volani quick-sort rozdéli pole podle pivota a rekurzivné tfidi levou a pravou Cast.
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Korektnost algoritmu Quick Sort

Intuice: QuickSort je zalozen na principu rozdél a panuj. Pokud je korektni rozdéleni
(funkce partition) a rekurzivni tfidéni mensich Casti, je korektni i cely algoritmus.

Invariant cyklu (pro partition):
m po dokonceni partition plati:
m prvky Ap..q — 1] jsou < Alg],
m prvky Afg+ 1..r] jsou > Alq],
m pivot A[g] je na své spravné (konecné) pozici.

Zdavodnéni korektnosti (rekurzi)
m Zaklad: Pokud p > r, pak pole ma nejvyse jeden prvek — triviadlné setfidéno.

m Indukéni krok: Po partition jsou obé ¢asti (nalevo a napravo od pivota) mensi nez
ptvodni pole a rekurzivni volani quick-sort je obé spravné setridi.

m Po navratu z rekurzi je celé pole Alp..r] sefazené.
Zavér: Kombinaci korektnosti partition a rekurzivniho tridéni je cely algoritmus korektni.
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Casova slozitost Quick Sortu v nejhorsim pripadé

Nejhorsi pripad:

m nastava tehdy, kdyz volba pivotu rozdéli pole nerovhomérné

m pivot je vzdy nejmensi nebo nejvétsi prvek v dané Casti pole

m v takovém pripadé ma jedno podpole délku n — 1 a druhé délku 0

m pocet instrukci roste kvadraticky s velikosti pole, coZ vede na €asovou sloZitost ©(n?)

Pocty porovnani v partition (nejcastéji vykonavana instrukce):

1. volani:  m —1 porovnani (vSechny prvky s pivotem)
2. volani: n —2 porovnani
3. volani:  n —3 porovnani

(posledni) 1 porovnani

Celkem:
14243+ +(n—1)= -2 =0(n?
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Casova slozitost v nejlepSim a primérném pripadé

Intuice: Quick Sort je velmi efektivni, pokud pivoty nejsou voleny extrémné nevhodné.

Nejlepsi pripad:

m nastava, kdyz pivot rozdéli pole na dvé priblizné stejné velké casti
m kazdé rekurzivni volani tedy pracuje s polovinou prvki

m funkce partition provede O(n) operaci pro kazdou droven rekurze

m hloubka rekurze je log, n, proto dostdvame vyslednou slozitost ©(n logn)

Primérny pripad:

m pivoty obvykle nedéli pole zcela rovnomérné, ale presto rozdéli pole ,dostatecné dobre*

m strom rekurzivnich voldni ma podobnou hloubku jako v nejlepsim pripadé

m proto i slozitost v priimérném je linedrné—ogaritmickd ©(nlogn)
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Zavérem

Tridici algoritmy
m Insertion Sort — t¥idéni vkladanim
m sloZitost v nejhor$im piipadé je O(n?)
m sloZitost v priimérném pripadé je O(n?)
m sloZitost v nejlepsim pripadé je O(n)
m Quick Sort — rychlé tridéni
m sloZitost v nejhor$im piipadé je O(n?)
m sloZitost v priimérném pripadé je O(nlogn)
m sloZitost v nejlep$im pfipadé je O(nlogn)

Samostudium
m Selection Sort — na 2. slidech od prof. Bélohlavka najdete (od slajdu 22)
m Bubble Sort — na 2. slidech od prof. Bélohlavka najdete (od slajdu 56)
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