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Rekapitulace a motivace

Na minulé prednasce
m problém tridéni a zdkladni vlastnosti tfidicich algoritmi
m Insertion Sort — tfidéni vkladanim

v s

m Quick Sort — rychlé tridéni

Na této prednasce

m datova struktura: strom

m Merge Sort — tfidéni slu¢ovanim

m dolni odhad sloZitosti algoritm( t¥idéni porovnanim

v s

m Radix Sort — &islicové tfidéni
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Datova struktura strom
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Motivace: datova struktura strom

m pri analyze rekurzivnich algoritmd (napf. Quick Sort, Merge Sort atd.) se pfirozené
objevuje hierarchicka struktura volani

m jedno volani funkce vytvari dvé podvolani — vznika rozvétvena struktura
m takovou hierarchii neumime snadno zobrazit pomoci pole nebo seznamu

Reseni: PouZijeme datovou strukturu strom, kterou umime zachytit vztah ,,éast—pod&ast".

[ (9,3,7, 1,8,2,5, 4) }

Pivot = 4

(prazdné)

(7, 8)
Pivot = 8
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Strom — intuitivni predstava

Strom predstavuje hierarchické usporadani objektd:

m prvky stromu se nazyvaji uzly (nodes),

m uzel, ktery je v této hierarchii nejvyse polozeny, se nazyva kofen (root),
m uzly mohou mit potomky (children),
m

uzly bez potomki jsou listy (leaves).

Vztahy a vlastnosti:

kazdy uzel (kromé kofene) ma pravé jednoho rodice (parent)
mezi uzly existuje prirozeny smér od korene k listim

strom je binarni, pokud kazdy uzel ma nejvyse dva potomky
velikost stromu: pocet uzli

vysSka (hloubka): délka nejdelsi cesty od kofene k listu

podstrom: Cast stromu tvofena uzlem a vSsemi jeho potomky
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Merge Sort
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Slouceni dvou setridénych poli

Motivace
Problém: Mame dvé jiz setfidéné posloupnosti Cisel a chceme je sloucit do jedné.

Pozorovani:

B protoze jsou obé Casti setfidéné, vime, ze nejmensi prvek celé dvojice se nachazi vzdy
na zacatku jedné z nich,

m staci tedy porovnavat pouze prvni prvky obou posloupnosti a mensi z nich zapsat
do vysledku,

m tento postup opakujeme, dokud nevycerpame jeden z obou vstupi,

m zbytek druhého vstupu je jiz setiidény, proto jej staci prepsat do vysledku.

Dasledek:
m celé slouceni Ize provést v jediném priichodu obéma poli, tj. v case imérném jejich
celkové délce.
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Procedura Merge (cast 1/2)

Intuice: na vstupu mame pole A a indexy, které vymezuji dvé setfidéné podpole A[p..q]
a Alg + 1..7]. Vysledkem Merge je settidéné podpole A[p..r].

Algorithm 1: merge (part 1/2)
Input: array A = (ag,a1,...,a,—1), indexes p, ¢ and r
Output: sorted subarray Afp.. 7]

1ny+qg—p+1

2Ny 1r—gq

3 initialize two new arrays L[0..n1] and R[0 .. ns]
4 fori<—0ton1—1do

5 L i] < Alp +1]

6 forj%Otong—ldo

7 | R[j]+ Alg+j+1]

m Merge vyzaduje dalSi pamét pro pomocné pole L a R
m radky 4-5 kopiruji podpole A[p..q| do pole L (analogicky 6-7 kopiruji Ajg+1..7]| do R)
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Procedura Merge (cast 2/2)

Algorithm 1: merge (part 2/2)

8

9
10
11
12
13
14
15

16
17
18

L[ny] < o0
R[ng] < o0
140
j+0
for k + p to r do
if L[i] < R[j] then
Alk] «+ LJi]
11+ 1
else
A[k] < R[j]
| J<J+1

m na fadcich 8-9 pouzivdme metodu zarazky: pokud napfiklad vycerpame vsechny prvky z

pole L dfiv nez z R, pak kazdy zbyvajici prvek v R bude mensi nez L[n;] = oo

9/31



Priklad: prabéh procedury Merge
Ptiklad (¢ast 1/3)
Cil: sloucit dvé setfidéné Casti pole do jedné setfidéné posloupnosti.

Vstupy:
A=(1,4,5,7,2,3,6,8)
p=0

, g=3, r=7
Postup:
m vypolitdme hodnoty ny =g —p+1=4any=r—q=4,
® vytvofime pomocné pole L[0..4] a R[0..4] (do kazdého mizeme uloZit 5 prvki),

m po inicializaci (na fadku 12) je i = 0,7 = 0 a pomocné pole maji tento obsah:
L={1,4,5,7,00), R=(2,3,6,8,00)

m chceme vytvofit z L a R jednu setfidénou posloupnost (1,2,3,4,5,6,7,8) postupnym
vybiranim mensiho prvku z cel obou poli.

10/31



Priklad (&ast 2/3)
Z predchoziho kroku mame pole L = (1,4,5,7,00) a R = (2,3, 6,8, 00).

Krok | Porovnani Zapis do A[k] | Stav ukazateli
1 | L0j=1<R0]=2 | A[0] < 1 i=1,j=0
2 | L1]=4>R[0]=2| A[l] + 2 i=1,j=1
3 | L{]]=4>R[1]=3| A2] « 3 i=1j=2
4 | L[1]=4<R[2=6| A[3] « 4 i=2 =2

Aktualni obsah pole:
A=(1,2,3,4,1,3,6,8)

m Na kazdém kroku se vybird mensi prvek z cela L a R.

m Ukazatel v daném poli se posune o 1.
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Priklad (&ast 3/3)
Z pvniho kroku mame pole L = (1,4,5,7,00) a R = (2,3,6,8,00).

Krok | Porovnani Zapis do A[k] | Stav ukazateli

5 | L[2l=5<R[2=6 | A[]+«5 i=3j=2

6 |L3=7>R[2=6 | A5« 6 i=3,j=3

7 | LB =7<R[3=8 | A6]« 7 i=4,7j=23

8 | LM4=0co>R[3=8|A[]<«S8 i=4,j=4
Vysledek:

A=(1,2,3,4,5,6,7,8)

Shrnuti:

m po vyCerpani jednoho z poli (L nebo R) se zbyvajici prvky druhého jednoduse dopisi,

m procedura merge ma Casovou slozitost ©(n), kde n = n; + no.
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Slozitost procedury Merge

Intuice: slozitost Merge je linearni v Case i paméti vzhledem k velikosti vstupu.

Casova slozitost:
m kazdy prvek z levého i pravého pole je zpracovan pravé jednou,
m na kazdém kroku provadime jedno porovnani a jedno prirazent,

m celkovy pocet krokil je tedy imérny souctu délek obou poli:
T(n1,n2) =ny + ngy

B pro n = ng + ng tedy plati:

Pamétova slozitost:
m vytvarime dvé pomocnéa pole L a R o velikostech n; a ns.
E navic potfebujeme jen nékolik proménnych pro indexy a polty

m celkova pamétova naroénost: M (n) = ny +ny = O(n)
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Merge Sort (tfidéni sluc¢ovanim)

Intuice: vstupni pole pllime na ¢im dal mensi Casti, dokud neziskame jednoprvkova pole
(uz jsou trivialné setfidéné) a ty pak postupné slu¢ujeme pomoci Merge.

Algorithm 2: merge-sort

Input: array A = (ag, a1,...,a,—1), indexes p and r
Output: sorted subarray A[p..r]

1 if p <r then

2 | g [(p+1)/2]

3 merge-sort(A, p, q)

4 merge-sort(A, g+ 1,r)
5 merge(A,p,q,T)

m Merge Sort je rekurzivni algoritmus zalozeny na principu ,rozdéj a panuj”
m jde o stabilni algoritmus, ktery t¥idi pomoci porovnani, ale netfidi na misté

m korektnost algoritmu plyne z korektnosti procedury Merge (evidentni)
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Priklad: Merge Sort

Priklad
Vstupy:
A=(12,3,7,9,14,6,11,2), p=0, r=7

Postup:
vypotitime ¢ = |(p+1)/2] = [(0+7)/2] = 3
m rekurzivni volani merge-sort(A, 0, 3) setfidi prvni 4 prvky:

A=(3,7,9,12,14,6,11,2)

m rekurzivni volani merge-sort(A, 4, 7) setfidi druhou polovinu pole:

A=(3,7,9,12,2,6,11, 14)
m zavolani merge(A4,0,3,7) slouéi obé podpole A[0..3] a A[4..7]:

A=(2,3,6,7,9,11,12,14)
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Ptriklad: Merge Sort — faze rozdélovani

p q r

1 2 3 4 5 6 7 8
|12|3|7|9|14|6|11|2|

divide 1 11
P q r P q r
1 2 3 4 5 6 7 8
a0
divide 2 6 12 16
p.q r pq r pq r pq r
1 2 3 4 5 6 7 8
2[3]  [7]9]  [4]s]
divide 3 4 7 8 13 14 17 18

p.r p.r p.r p.r pr p.r p.r p.r
1 2 3 4 5 6 7 8
2] 6]
Obrazek: pole jsou zde indexovany od 1 do n.
Zdroj: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)
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Ptiklad: Merge Sort — faze slucovani

1 2 3 4 5 6 7 8
2] 6]
merge 5 9 15 19
pq r pq r pqr pq r
1 2 3 4 5 6 7 8
3l2]  [7]9]  [s]y]
merge 10 20
P q r P q r
1 2 3 4 5 6 7 8
[3]7]5]12]
merge 21

p q r

1 2 4 5 6 7 8
|2|3|6|7|9|11|12|14|

Obrazek: pole jsou zde indexovany od 1 do n.
Zdroj: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)
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Pamétova slozitost algoritmu Merge sort

Pozorovani:

m algoritmus Merge Sort pouzivd pomocnou proceduru Merge, ktera pti kazdém
slucovani vytvari dvé docasna pole L a R

m dohromady mohou mit az n prvki, kde n je délka vstupniho pole

m proto pro jedno volani Merge potfebujeme dodateéné ©(n) paméti

Celkovy dopad:

m rekurzivni rozklad pole sice vytvaii mnoho volani Merge, ale pomocné pole L a R
existuji pouze po dobu vykonavani této procedury

m v jeden okamzik tedy potfebujeme pomocna pole jen pro (jedno) aktuélni volani Merge

m celkova dodateénd pamét (mimo vstupniho pole) Merge Sortu je tedy
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Rekurence pro casovou slozitost Merge sortu

Co je rekurence:

m rekurence popisuje vztah mezi ¢asem potfebnym pro vstup velikosti n a ¢asem
potfebnym pro mensi podproblémy
m jinymi slovy: definuje T'(n) rekurzivné pomoci 7', ale s mensi velikosti vstupu

Pro algoritmus Merge Sort:

T(n) = c1 pokud n =1,
| 2T(n/2) + can pokud n > 1.

Vyznam jednotlivych é€leni:

m T'(n) — celkovy &as pro vstup o velikosti n

m 27'(n/2) — &as potrebny pro setfidéni dvou polovin pole

m con — ¢as na slouceni (merge) obou setfidénych &asti

m ] — konstanta predstavujici ¢as pro feseni trividlniho pfipadu (n = 1)
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Merge Sort — Rekurzni strom
T(n) = c1 pokud n =1
2T(n/2) 4+ can  pokud n > 1

m Uroveii 0 (koFen): problém velikosti n, cena can.
m Uroveri 1: dva problémy velikosti n/2, kaZdy s cenou con/2, celkem 2 x con/2 = con.
m Uroven 2: CtyFi problémy velikosti n/4, kazdy s cenou can/4, celkem 4 x con/4 = con.

AN

T(n/2) T(n/2) cn/2 cn/2

AYA

T(n/4)  T@n/4 T(n/4)  T(n/4

T(n)

(@ (b) ©
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Merge Sort — Rekurzni strom

A

N

Ig

Con > Con
con/2 Ccnj2 ———> yn
+1 / \ / \

con/4 con/4 con/4

AN

cn/4d —> cn

AN

C;] €1 €] €1 € €1 € C1 Cp »++C; C1 €y —>» (C1h

n

Total: ¢, 1gn + ¢in
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Odvozeni casové slozitosti Merge sortu

Z rekurzniho stromu:
m kazd4 dGroven i obsahuje 2! podproblémii o velikosti n,/2°
m cena kazdého podproblému je ¢y - 5;
m celkova cena je stejnd na kazdé drovni:
2" cogr = con

Pocet arovni:
m na kazdé Grovni vznikad dvojnasobny pocet podproblémi o polovi¢ni velikosti
m rekurze kondi, kdyz velikost podproblému dosdhne 1, proto vyfeSime rovnici pro k:

n k

27:1 = n=2 = k=logyn
m hledané k je vyska rekurzivniho stromu, proto pocet trovni je logy n + 1 (v€etné listd)
Celkova cena:

T(n) = (cena na drovni) x (pocet drovni) + (cena listd)

T(n) = (can) x logyn + cin

Vysledna casova slozitost je tedy: 7'(n) = ©(nlogn)
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Slozitost Merge Sortu ve vSech pripadech

Pozorovani:

m algoritmus Merge Sort vzdy provadi stejny pocet déleni vstupu:
n n
n—g5—>7—>—1

tedy log, n Grovni rekurze.

m v kazdé trovni se vzdy provadi operace slu¢ovani (merge) vsech prvki — bez ohledu na
jejich poradi

Dusledek:

m Cas pottebny pro sluovani na kazdé drovni je vzdy con = ©(n)

m celkovy Cas tedy zavisi pouze na velikosti vstupu, nikoli na jeho usporadanf

2

m Merge Sort ma stejny pribéh pro kazdy vstup — nerozliSuje ,,snadné" a ,tézké" pripady
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Dolni odhad slozitosti tridéni porovnanim
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Dolni odhad slozitosti tridéni porovnanim

Otazka: Existuje tfidici algoritmus zalozeny na porovnavani, ktery je v nejhor$im pripadé
rychlej$i nez O(nlogn)? Ma smysl takovy algoritmus hledat?

Pozorovani:
m algoritmy tfidéni porovnanim rozhoduji pouze podle vysledki porovnani dvojic prvki

m pribéh vypoctu lze zobrazit jako rozhodovaci strom, kde kazdé porovnani odpovida
jednomu rozvétveni uzlu na dva potomky, napf. pro (ag,ai,as) a porovnani ag < ai:

m vznikne potomek (a1, ag, as) prohozenim ag a a; pro a; < ag
m a v dal$im potomku zlstane pole stejné (ag, a1, as), protoze ay < ay

m kazdy list tohoto stromu odpovida jedné mozné permutaci vstupu (tj. jednomu
vysledku setfidéni vstupniho pole)

Dasledek:
m aby algoritmus rozlisil vSech n! moznych vstupnich permutaci délky n, musi mit
rozhodovaci strom alespon n! listi

m z toho plyne, Ze polet potfebnych porovnani roste alespon jako logy(n!) = Q(nlogn)
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Dolni odhad slozitosti tridéni porovnanim

Formalni odvozeni:
m binarni strom vysky h ma nejvyde 2" listii — v nasem pripadé musi platit 2" > n!

m logaritmovanim nerovnosti dostdvame (nebudeme dokazovat logy(n!) = Q(nlogn)):
h > logy(n!) = Q(nlogn)

m vyska h udava nejdelsi cestu od korene k listu a tim i pocet potrebnych porovnani pro
vytvoreni vysledné permutace ze vstupniho pole

m dolni odhad pro slozitost v nejhorsim pfipadé je tedy T'(n) = Q(nlogn)

Dasledky:

m zadny tridici algoritmus zaloZzeny pouze na porovnavani nemiize byt asymptoticky
rychlejsi nez nlogn

m algoritmy jako Merge sort nebo Heap sort (uvidime pozdéji) tento dolni odhad dosahuji
— jsou tedy asymptoticky optimalni

m pro lepsi sloZitost musime opustit tfidéni porovnavanim (Counting Sort, Radix Sort...)
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Radix Sort
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Radix sort

Motivace: dosud jsme pouzivali algoritmy, které tfidi porovnavanim prvki. Lze tfidit
rychleji nez Q(nlogn), pokud vyuzijeme strukturu prvki v A (naptiklad pocet cifer)?

Algorithm 3: radix-sort
Input: array A = (ag,...,an—1) of numbers, each with d digits

Output: sorted array A

1 for i<« 1toddo
2 L stable-sort(A, 1)

m tfidi ¢isla podle jednotlivych cifer (bitd, &islic, slozek), od nejméné vyznamné po
nejvice vyznamnou cifru (na fadku 2 t¥idime A podle i-té cifry)

m kazdé tfidéni podle cifry musi byt stabilni, tj. zachova poradi prvki se stejnou cifrou

m nehodi se pro libovolné typy dat, ale dokaze tridit rychle, pokud jsou Cisla kratka a jeho
jednotlivé cifry (slozky) jsou z malého rozsahu
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Priklad: prabéh Radix Sortu

Priklad
Vstup:
A = (329, 457, 657, 839, 436, 720, 355)

Postup:
m jako stabilni tridici algoritmus zvolime napriklad Insertion Sort,

m tridime podle jednotlivych cifer z prava doleva:

1. krok (jednotky): = (720, 355, 436, 457, 657, 839, 329)
2. krok (desitky): = (720, 329, 839, 436, 355, 657, 457)
3. krok (stovky): = (329, 355, 436, 457, 657, 720, 839)

Dojde tedy ke trem spusténim Insertion Sortu:
m po kazdém kroku je pole setfidéno vzestupné podle aktualni cifry,

m diky stabilité mezikrokil se vysledné poradi stava plné setridénym.
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Slozitost algoritmu Radix sort

Casova sloZitost:
m typicky se pouzivd Counting Sort, ktery ma ¢as ©(n + k) pro k riznych cifer
m kazdé tt¥idéni podle jedné cifry (slozky) trva tedy ©(n + k)

m tfidime d cifer, proto slozitost v obecném pfipadé mame celkem
T(n)=06(d-(n+k))

m pro pevny pocet cifer d a konstantni k (napt. cifry 0-9) dostdvame tedy

Pamétova sloZitost:

m urcena stabilnim t¥idénim podle cifry (napf. pro Counting Sort): ©(n + k)
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Zavérem

Problém t¥idéni:
m tfidéni porovnanim prvkd nemuize byt v nejhorsim ptipadé rychlejsi nez Q(nlogn)
m Merge Sort — tfidéni slu¢ovanim
m Casova slozitost je vech pripadech ©(nlogn)
m pamétova slozitost je ©(n)
m Radix Sort — Cislicové tridéni
m Casova i pamétova sloZitost je zavisla na pouzitém stabilnim t¥idicim algoritmu
m v idedlnim pfipadé (pro konstantni d a k) je linedrni ©(n)

Samostudium
m Counting Sort — na 2. slidech od prof. Bélohlavka (108-112)
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