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Rekapitulace a motivace

Na minulé prednasce

m datova struktura: strom

m Merge Sort — tfidéni sluCovanim

m dolni odhad sloZitosti algoritm{ tridéni porovnanim

m Radix Sort — &islicové tridéni

Na této prednasce
m datové stuktury: halda a seznam
m Bucket Sort — prihradkové tridéni

m Heap Sort — tfidéni haldou
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Datova struktura seznam
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Motivace: proc potrebujeme seznam

Problém: Pole ma pevnou velikost a prvky jsou v paméti uloZeny za sebou. Co kdyz
chceme Casto vkladat nové prvky nebo nezname predem pocet uklddanych prvki?

Nevyhoda pole:
m vlozeni nebo odstranéni prvku uprostred pole vyzaduje posun zbylych prvki

m zména velikosti pole je obtiznd nebo nemozna bez nové alokace

Reseni: PouZijeme seznam — dynamickou strukturu, kde jsou prvky spojeny odkazy.

N N N,

Obrézek: seznam se tfemi uzly (N1, Ny a N3) obsahujici hodnoty 3, 7 a 10.
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Datova struktura seznam

Definice:
m seznam tvofi uzly (nodes), které obsahuji:

m data — ulozena hodnota
® next — ukazatel na nasledujici uzel

m posledni uzel ukazuje na null (konec seznamu)

m prvni uzel nazyvdme hlava (head)

Vyhody:

m snadné vlozeni a odebrani prvku (staéi upravit ukazatele)
m délku seznamu (tj. pocet prvki) Ize libovolné ménit

m pamét se alokuje dynamicky

m vloZeni nového prvku na zacatek je v ¢ase O(1)
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Priklad: vkladani do seznamu

Priklad
Cil: vlozit novy uzel se zadanou hodnotou na zacatek seznamu L.
Pted vlozenim:

head — [3] — [7] — [10] — null

Po vlozeni uzlu s hodnotou 5:

head — [5] — [3] — [7] — [10] — null

Princip:

m vytvorime novy uzel N,

m nastavime N.data < 5 (zapis N.data znadi pfistup ke slozce data v uzlu N),

m nastavime N.next < head, coz je uzel [5], ze kterého je dosazitelny i zbytek seznamu,

m poté zménime head na IV, tj. N je nyni prvni uzel seznamu L.
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Bucket Sort
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Motivace: pro¢ Bucket Sort
Cil: chceme setfidit ¢isla, kterd jsou rovnomérné rozlozena v intervalu [0, 1).

Pozorovani:
m pro nékteré typy dat je zbyteéné provadét vsechna porovnani (jako napf. v Merge Sortu)

m hodnoty mizeme pfed samotnym tfidénim rozdélit do , ptihradek” (angl. buckets)
podle jejich velikosti, napfiklad na malé, stredni,.. ., velké atd.

m kazda prihradka pak obsahuje jen maly pocet prvki — ty Ize snadno a rychle setfidit

Realizace:

m dopredu nevime kolik prvki bude v jaké prihradce, proto pro jejich implementaci
pouzijeme datovou strukturu seznamu

m Bucket Sort tedy netfidi na misté (potfebuje dalsi O(n) paméti pro pole a seznamy)
m netfidi porovnanim — pro rozdéleni do pfihradek vyuzivdme navic informaci o tom, do
jaké prihradky, tj. podintervalu [0, 1), dany prvek patfi

m stabilita Bucket Sortu je zavisld na zvoleném zpiisobu tfidéni jednotlivych pfihradek
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Bucket Sort

Algorithm 1: bucket-sort
Input: array A = (ag,ay,...,a,—1) such that all values a; € [0, 1)
Output: sorted array A

1 initialize new array B[0..n — 1]
2 fori < 0Oton—1do

L Bli] < head of new empty list
4 fori<~ 0ton—1do

L insert A[i] into list B[|n - A[i]]]
6 fori<Oton—1do
7 L sort(B[i])

8 write content of lists By, ..., B,_1 (in this order) into A

m prihrddka BJi] je seznam pro hodnoty z intervalu [i/n, (i + 1)/n)
m pro setfidéni Bli] na Fadku 7 Ize pouzit napf. Insertion Sort, ktery je efektivni pro malé

mnozstvi prvki (a Ize jej snadno implementovat pro tfidéni seznam)
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Priklad: Bucket Sort

Ptiklad (¢ast 1/2)
Vstupni pole:

(0.72,0.17,0.39,0.21,0.78,0.94, 0.26,0.12,0.23, 0.68)

Krok 1: rozdéleni do pfihradek (10 p¥ihradek pro intervaly [0.0,0.1),[0.1,0.2),...)

By :

NULL

0.12

—|0.17 |— NULL

0.23

—[0.26]—[0.21]— NULL

0.39

NULL
NULL

0.68

— NULL

— NULL

0.78

—[0.72]— NULL

NULL

— NULL
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Priklad (&ast 2/2)
Krok 2: setfidéni jednotlivych p¥ihradek (obvykle Insertion Sortem)

By: NULL

By: [0.12|—|0.17|— NULL

By: |0.21]—/0.23|—0.26]|— NULL
Bs: [0.39|— NULL

By: NULL
Bs: NULL
Bg: [0.68]— NULL

Br: [0.72]—[0.78]— NULL
Bs: NULL

By : [0.94|— NULL

Krok 3: spojeni prihradek

By By Bz Bs Br By
S e N O e

(0.12,0.17,0.21,0.23,0.26,0.39,0.68,0.72,0.78, 0.94)
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Casova slozitost Bucket Sortu
Ptredpoklady analyzy:

m vstupni hodnoty jsou rovnomérné rozlozeny v intervalu [0, 1)
m mame n prvki a pouzijeme n prihradek
m v priméru pfipadne do jedné prihradky jen nékolik malo prvki

Casova naroénost jednotlivych kroki:
m inicializace a rozdéleni prvki do prihradek: O(n)
m setfidéni jednotlivych prihradek (napf. Insertion Sortem):

m kazd4 ptihrddka obsahuje v priméru konstantné mnoho prvka, tj. ©(1)
m tfidime n pFihraddek v ¢ase O(1), dohromady: ©(n)

m prepsani prihradek zpét do pivodniho pole: ©(n)

m celkova primérna casova slozitost: ©(n)

SlozZitost v nejhorsim pripadé:
m pokud viechny prvky spadnou do jedné prihradky a t¥idime je Insertion Sortem: ©(n?)

m v praxi se to stava jen tehdy, kdyZ vstup neni rovhomérné rozlozen
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Datova struktura halda
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Priklad: max-halda (max-heap)

Priklad
Max-halda A = (14, 8, 7, 2, 4, 1, 3) a odpovidajici stromova reprezentace:

index daného uzlu v poli A — 0

kofen obsahuje nejvétsi prvek (14),

strom je Uplny — Grovné jsou zaplhovany zleva doprava,

[
m kazdy rodi¢ ma hodnotu vétsi nebo rovnou hodnotam svych potomkii,
[

m napriiklad left(2) = 5 a right(2) = 6, tj. Aleft(2)] =1 a A[right(2)] = 3.
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Procedury pro pristup k uzliim

Algorithm 2: parent

Input: index i
Output: index of parent of node ¢

1 return [(i —1)/2]

Algorithm 3: left

Input: index ¢
Output: index of left child of node 7

1 return 27 + 1

Algorithm 4: right

Input: index ¢
Output: index of right child of node i

1 return 2¢: + 2
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Halda (heap)

Intuice: halda je stromové datova struktura (reprezentovana v poli), kterd je vhodna pro
rychlé ziskani nejvétsiho (max-heap) nebo nejmensiho prvku (min-heap).

Definice
Pole A[0..n — 1] se nazyva max-halda, pokud pro kazdy index i = 1,...,n — 1 plati, ze
Ali] < Alparent(i)] (této nerovnosti fikdme vlastnost max-haldy).

max-heap: kazdy uzel je vétsi nez jeho potomci a koren obsahuje nejvétsi prvek

analogicky mizeme definovat min-haldu

reprezentuje se jako tplny binarni strom

m viechny Grovné haldy jsou zcela zaplnény, kromé posledni (ta nemusi)
m posledni Groven je zapliovana zleva doprava

m vyska haldy je ©(logn) vzhledem k poétu ulozenych prvki

heap-size(A) = m urcuje velikost haldy v A, tj. podpole A[0..m]
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Heap Sort
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Motivace: pro¢ potrebujeme Heap Sort
Cil: najit tridici algoritmus s optimalni ¢asovou sloZitosti, ktery nepotfebuje dalsi pamét.

Pozorovani:
m Merge Sort t¥idi v ¢ase ©(nlogn), ale potfebuje O(n) paméti navic
m Insertion Sort a Quick Sort t¥idi na mist&, ale v nejhor§im pripadé trvaji ©(n?)

m halda ndm umoziuje rychle najit a odstranit nejvétsi prvek

Myslenka Heap Sortu:
m v nesetfidéné &asti pole udrzujeme max-haldu (tfidime na misté)

m opakované ,vytahujeme" nejvétsi prvek z korene haldy a ukldddme jej na konec pole

Heap Sort se sklada ze 3 procedur:
max-heapify(A, i) — opravi vlastnost max-haldy pro uzel i
build-max-heap(A) — sestavi v poli A max-haldu

heap-sort(A) — samotné tfidéni vyuzivajici haldy a predchozich dvou procedur
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Procedura max-heapify

Algorithm 5: max-heapify

Input: array A = (ag,a1,...,a,—1) and index i
Output: max-heap with root A[i]

1 [« left(i)

2 r < right(i)

3 if [ < heap-size(A) and A[l] > Ali] then

4 L largest <1

5 else

6 L largest < i@
7 if r < heap-size(A) and A[r] > Ali] then
8 L largest < r

9 if largest # i then
10 swap(A[i], Allargest])
max-heapify(A, largest)
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Intuice procedury Max-Heapify

Cil procedury: obnovit vlastnost max-haldy v uzlu 7, pokud mdZe nastat, Ze néjaky jeho
primy potomek je vétsi nez hodnota uzlu .

Ptredpoklad:
m levy i pravy podstrom uzlu i jiz jsou max-haldy (pro jiné vstupy procedura nefunguje)

m jedind mozna chyba je v koreni téchto dvou hald, tedy na pozici ¢

Hlavni myslenka:

m max-heapify ,,opravuje” haldu shora dolii a zajiStuje, ze ze dvou max-hald vznikne opét
jedna max-halda

m porovname hodnotu v uzlu ¢ s hodnotami obou jeho potomkii
m nejvétsi z téchto ti uzll prohodime do korene
m tim vzniknou dvé max-haldy, ale u uzlu potomka mohla vzniknout nova chyba

m proto voldme max-heapify rekurzivné tam, kde se prvek posunul
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Priklad: max-heapify

Ptiklad (¢ast 1/3)
Vstupni halda A, kde heap-size(A) = 6:

A=(4,14,7,2,8,1,3)

Volame max-heapify(A,0):

porovname A[0] =4 s jeho potomky,

levy potomek: left(0) =1 a A[l] = 14,

pravy potomek: right(0) =2 a A[2] =7,
nejvétsi z nich je 14, proto largest < 1,
vyménime A[0] a A[largest], tj. prvky 4 a 14,

po vyméné musime pokracovat rekurzivnim
volanim max-heapify(A4,1).

Poznamka: vSimnéte si, ze levy i pravy podstrom uzlu 4 jiz tvofi max-haldy.
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Priklad (st (2/3)

Po prvni vyméné mame:

A=1(14,4,7,2,8,1, 3)
Volame max-heapify(A,1):
porovname A[l] =4 s jeho potomky
levy potomek: left(1) =3 a A[3] =2
pravy potomek: right(1) =4 a A[4] =8
nejvétsi z nich je 8, proto largest < 4
vyménime A[l] a A[largest], tj. prvky 4 a 8

po vyméné musime pokracovat rekurzivnim
volanim max-heapify(A, 4)
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Priklad (3/3)
Po druhé vyméné:
A=(14,8,7,2,4,1, 3)

Volame max-heapify(A4, 4):
m plati, ze left(4) = 9 > heap-size(A) a zaroven right(4) = 10 > heap-size(A),

m uzel A[4] = 4 tedy nema zaddné potomky a rekurze kondi.

Vysledek: vlastnost max-heapu byla obnovena.
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Casova slozitost procedury Max-Heapify

Co procedura déla:
m porovna uzel i s nejvySe dvéma jeho potomky — to je konstantni €as ©(1)

m pokud je néktery potomek uzlu 7 vétsi, prohodi tyto prvky a rekurzivné se zavolad na
potomka, ve kterém doslo k prohozeni

Jak hluboko muze rekurze pokracovat?
m v nejhorSim pripadé se prvek ,,propadne” z kotene az na list

m halda je Gplny binarni strom, proto ma vysku

h = ©(logn)
m na kazdé drovni se provadi jen konstantni mnoZstvi prace (porovnani a prohozeni)
m max-heapify trva jen Cas imérny vysce haldy, tedy:

T(n) = O(logn)
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Sestaveni haldy

Intuice: max-haldu stavime z neusporadaného pole tak, ze zavoldme max-heapify na
vsech nelistovych uzlech (zaéneme od posledniho nelistového uzlu az po koren).

Algorithm 6: build-max-heap
Input: array A = (ag,a1,...,an-1)
Output: max-heap of array A

heap-size(A) <~ n — 1
2 for i < |n/2] — 1 downto 0 do
3 L max-heapify(A, i)

-

na fFadku 1 nastavujeme heap-size(A) < n — 1, tj. chceme sestavit haldu z celého A
uzly v druhé poloviné A jsou listové, a proto tvori trividlni jednoprvkové max-haldy

je snadné vidét, ze slozitost je nejhiite O(nlogn), protoze (|n/2] — 1)-krat volame
max-heapify se slozitosti O(logn) (podrobnéjsi analyzou lze ukazat i lepsi odhad O(n))
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Priklad: build-max-heap

Priklad (1/3)
Vstupni pole A obsahujici 7 prvki, tj. n = 7:

A=(4,8,1,2 14,7, 3)

Volame build-max-heap(A):
nastavime heap-size(A) =n — 1 = 6 (tedy 6 je nejvétsi index pole A),

na zacatku kazdy listovy uzel tvofi trividlni jednoprvkovou max-haldu (uzly v A[3..6]).
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Ptiklad (2/3) |
voldme max-heapify(A4, 2), ktery vytvori haldu ze tfech uzld A[2], A[5] a A[6]:

m levy podstrom (uzel A[5]) i pravy podstrom (uzel A[6]) jsou max-haldy,
m mazeme z nich vytvofit novou haldu s kofenem A[2], pficemz prohodime prvky 1 a 7,

B a poté volame max-heapify(A, 1), ktery vytvofi haldu ze tfech uzlt A[1], A[3] a A[4]:
m levy podstrom (uzel A[3]) i pravy podstrom (uzel A[4]) jsou max-haldy,
m mizeme z nich vytvofit novou haldu s kofenem A[1], pficemz prohodime prvky 8 a 14.

0 0

(4) 114)

1 o 2 1 o 2
=
()
3 7 4 5 6 3 4 5 6
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Ptiklad (3/3) |
nakonec voldme max-heapify(A,0), ktery vytvofi haldu z celého pole A:

m levy podstrom (dany uzlem A[1]) i pravy podstrom (dany uzlem A[2]) jsou max-haldy,
m mazeme z nich vytvorit novou haldu s kofenem A[0],
m pridanim dojde nejdrive k prohozeni prvkd 4 a 14, a poté 4 a 8.
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Heap Sort

Intuice: v kazdé iteraci vezmeme z haldy nejvétsi prvek a vyménime jej s prvkem na konci
pole — tim porusime vlastnost max-haldy, ale zase ji opravime pomoci max-heapify.

Algorithm 7: heap-sort
Input: array A = (ag,a1,...,an-1)
Output: sorted array A

1 build-max-heap(A)

2 for i <~ n — 1 downto 1 do

3 swap(A[0], A[4])

4 heap-size(A) < heap-size(A) — 1
5 max-heapify(A, 0)

m pomoci zmensovani heap-size(A) délime pole na nesetfidénou (tj. A[O .. heap-size(A)]
obsahuje haldu) a setfidénou &ast (A[heap-size(A) +1..n —1])
m Heap Sort tfidi na misté pomoci porovnani, ale neni stabilni
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Priklad — Heap Sort (c¢ast 1/2)

@ 9@ ©
i 10 14 16
(d)

Obréazek: v &asti a) zatindme s max-haldou.
Zdroj: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)
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Priklad — Heap Sort (cast 2/2)

@/@\® @/@ Y

( i4 @O® O 4 2@ @
10 (14 16 10 14 16 10 14/ 16
(€] (h) ()
(A (2D
i(2) \\3;
T 7 a[alz]a]e]7]s s ]l
@ @ @) )
10 14 16
0] (k)

Zdroj obrazku: Introduction to Algorithms (Cormen et al.)

31/34



Korektnost algoritmu Heap Sort

Invariant 1 — pfed kazdou iteraci cyklu: A[0..heap-size — 1] je max-halda
m build-max-heap vytvori pocatecni max-haldu

m kaZzdé volani max-heapify po vyméné korene haldu znovu opravi

Invariant 2 — po kazdé iteraci cyklu: prvek na pozici i je i-ty nejvétsi prvek
m nejvétsi prvek haldy je vzdy v koreni
m vyména A[0] a A[i] umisti nejvétsi aktualni prvek na konec

m tento prvek se jiz dale neméni (je zatfidén na spravném misté)

Invariant 3 — zmenSovanim heap-size tfidime pole odzadu
m s kazdym krokem se hledd maximum v mensi a mensi haldé

m po n — 1 iteracich je celé pole setfidéno vzestupné

Zaveér: Heap Sort vzdy postupné umistuje nejvétsi prvky na jejich kone¢né pozice. Proto
po dokonceni cyklu plati, ze A je vzestupné setfidéné pole.
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Casova slozitost Heap Sortu

Pozorovani:

m Heap Sort musi vzdy sestavit haldu bez ohledu na vstupni pole (napt. i pro setfidéné)
m halda je sama o sobé nesetfidénad a musime ji setfidit (vzdy stejnym procesem)

m proto se Heap Sort chova stejné v nejlepsSim, praimérném i nejhorsim pripadé

Slozky celkové prace:
procedura build-max-heap(A) vytvafi max-haldu v linedrnim ¢ase ©(n)
hlavni cyklus (od i = n — 1 zmenSujeme k 1)
m vyména prvki: O(1)

m zmen$eni heap-size(A): ©(1)

m volani max-heapify(A,0): ©(logn)

Celkem se max-heapify vola (n — 1)-krat:

(n—1)-6O(ogn) =0O(nlogn)
Celkova casova sloZitost:
T(n) =0(n)+ O(nlogn) = O(nlogn)
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Zavérem

Problém tfidéni:

m Bucket Sort — prihradkové tridéni
m Casova slozitost v primérném pripadé je O(n)
m Zasova slozitost v nejhor$im pripadé je ©(n?)
m pamétova slozitost je ©(n)

m Heap Sort — tfidéni haldou

m Casova slozitost je ve vSech pripadech ©(nlogn)
m v nejhorSim a primérném pfipadé je tedy je optimalni (stejné jako Merge Sort)

Samostudium
m poradkové statistiky — na 2. slidech od prof. Bélohlavka (131-138)
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