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Rekapitulace a motivace

Na minulé prednasce
m datové stuktury: halda a seznam
m Heap Sort — ttidéni haldou

m Bucket Sort — pfihradkové tridéni

Na této prednasce

m optimalizacni problémy a problém batohu
m feSeni problému hrubou silou

m hladové algoritmy

m dynamické programovani
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Optimalizacni problémy
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Motivace: pro¢ studujeme optimalizacni problémy?

Intuice: optimalizacni problémy se snaZi najit feSeni s nejlepSi moZnou hodnotou podle
daného kritéria (napf. maximum zisku, minimum nakladd, nejkratsi cesta, atd.).

Motivacni priklad — problém batohu:
m mame mnozinu predmétl, pficemz kazdy ma svou ,hodnotu” (napf. vahu nebo cenu)
m batoh ma ale omezenou kapacitu

m chceme vybrat podmnozinu predméti tak, abychom:

maximalizovali celkovou hodnotu a ziroven neprekrocili kapacitu batohu

Problém:

m pocet moznych feSeni roste exponencialné

m pro vétsi vstupy neni prakticky mozné prohledat vSechny moznosti

m proto potiebujeme optimalizacni algoritmy: chytré postupy, které najdou nejlepsi,
nebo alespon dostatecné dobré, feseni v rozumném cCase
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Optimalizacni problém

Motivace: podobné jako jsme definovali obecny pojem problému, musime nyni formalné
definovat i jeho specialni typ — optimalizacni problém.

Definice
Optimalizaéni problém je dan Ctvefici (1, sol, cost, goal), kde:

I — mnozina vsech instanci problému,
sol(x) — mnozina pFipustnych FeSeni pro danou instanci z € I,

cost(x, s) — cenova funkce, kterd hodnoti kvalitu feSeni s € sol(x),

goal — je bud MIN nebo MAX, urluje zda se jednd o minimalizaci ¢i maximalizaci.

optimalni feseni je maximalni/minimalni (dle goal) ze vSech p¥ipustnych feseni
nas cil je tedy najit takové FeSeni s instance x, ze cost(x, s) je optimalni (nebo se mu
co nejvice priblizit) mezi viemi s € sol(x)
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Formalni definice: problém batohu

Intuice: mame mnozinu predmétl, kazdy ma svou véahu, a vybirdme jejich podmnoZinu
tak, abychom maximalizovali celkovou vahu a zaroven neprekrodili kapacitu batohu.

Definice — problém batohu (angl. simple knapsack problem)

m [ je dana instancemi ve tvaru: vahy predmétd (wy,...,w,) a kapacita batohu b € N,

m sol((b,wy,...,wy,)) je mnozina véech mnozin 7' C {1,...,n} indexd vah takovych, Ze
plati Lijer w; < b,

m cost((b,wr,...,wy),T) = X;crw;, tj. cena Feeni je soucet viech vah zahrnutych
predméti,

m goal = MAX.

m existuji rtizné varianty tohoto problému (napt. kde kazdy predmét ma vahu i cenu)
® na tomto problému si demonstrujeme dalsi techniky navrhu algoritmu

Priklad

Méjme vahy predméti W = (wy,wq, ws) = (3, 4, 5) a kapacitu batohu b = 7. Optimaln{

feSeni tohoto problému je mnozina T = {1, 2}, protoze w; + wy =3 +4=17.
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ReSeni problému hrubou silou
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Re3eni problému hrubou silou (brute-force)

Jak algoritmus funguje:
m uvazujeme viechny mozné podmnoziny (vybéry polozek)
m kazda volba podmnozin odpovidé binarnimu vzoru/posloupnosti délky n

m spolitdme cenu daného Feseni (v pfipadé problému batohu spoditdme celkovou vahu
vybranych polozek)

m vysledkem je nejlepsi pfipustné feseni (z téch, které nepfekroli kapacitu batohu)

Vlastnosti:
m zarucuje nalezeni optimalniho ¥eseni

m prochazi 2" moznosti, od ¢ehoz se odviji exponecialni Casova slozitost — i pro pomérné
malé instance problému byva tento algoritmus prakticky nepouzitelny

B pouziva se predevsim jako referencni metoda nebo pro velmi malé instance
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Generovani vSech podmnozin

Intuice: mnozina S = {sg, s1,...,S,—1} ma 2" podmnozin, pficemz k jejich generovani
pouzijeme bitovou reprezentaci Cisel k € {0,...,2" — 1} (napfiklad 6 = 1102).

Algorithm 1: generate-subsets
Input: set S = {s0,$1,...,8,-1}
Output: all subsets of S
1 A <+ index-based array representation of set S
2 for k< 0to 2" —1do
3 T+« 0
4 fori<0ton—1do
5 L if bit i of k is 1 then
6

| T+ TU{A[i]}

7 output and process T

m 7 na radku 7 hned zpracujeme, at neukldddme vsech 2" podmnozin do paméti
m vnéjsi cyklus 2" iteraci, vnoreny cyklus n iteraci = Casova slozitost O(n - 2")
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Priklad: generovani vSech podmnozin
P¥iklad
Vstup: mnozina S = {a, b, c} obsahujici n = 3 prvky.

Algoritmus prochazi vsechna cisla od 0 do 2" — 1:

k | binarné | vygenerovana podmnozina T’
0 000 0

1 001 {c}

2 010 {b}

3 011 {b,c}

4 | 100 {a}

5 101 {a,c}

6 110 {a,b}

7| 111 {a,b,c}

m prvni bit zleva udava pritomnost prvku a, druhy bit udava prvek b, a tak dale...,

m kazdy binarni vzor uréuje jednu podmnozinu: 8 vzori = 8 podmnozin (pro n = 3).
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Brute-force algoritmus: priichod vsech reseni

Intuice: projdeme vSechny mozné podmnoziny polozek a vybereme tu, jejiz soucet
nepresdhne kapacitu b a zaroven je maximalni ze vsech platnych Feseni.

Algorithm 2: brute-force-knapsack

Input: weights W = (wq,...,w,) and knapsack capacity b € N
Output: set of indexes T' (optimal solution)

1T+ 0

2 bestSum < 0

3 for S in generate-subsets({1,...,n}) do

4 SUM 4= Y icq Wi

5 if sum < b and sum > bestSum then

6 T+ S

7 L bestSum < sum

8 return T’

m v cyklu na Fadku 3 mnozina S postupné prochazi vSechny podmnoziny (mnoziny

indexd {1,...,n}) generované pomoci generate-subsets
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Priklad: reSeni batohu hrubou silou

Priklad
Vstup: vahy W = (wy, we, ws) = (3, 4, 5) a kapacita batohu b= 7.

Vsechny podmnoziny polozek:

Mnozina S | Soucet
0 0
{1} 3
{2} 4
{3} 5
{1,2} 7
{1,3} 38
{2,3} 9
{1,2,3} 12

Vystup: z platnych feseni vybirdme podmnozinu s nejvétsim souctem, coz je T = {1, 2}
se souctem Y ;cprw; =3+4=71.
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Hladové algoritmy
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Motivace pro hladové algoritmy

Co je to heuristika?

m heuristika je metoda fesSeni problémd, kterd pouziva intuitivni ,,mentalni zkratky"
namisto slozitych algoritmi

m i kdyz obvykle nezarucuji optimalni feSeni (jedna se o tzv. aproximaéni algoritmy),
Casto davaji rychla, jednoduchéa a v praxi velmi dobra fesSeni

Hladové algoritmy (z angl. greedy algorithm)

m mnohé optimalizaéni problémy (napf. batoh, planovani, atd.) jsou obecné vypocetné
obtizné — nalezeni optiméalniho feSeni mize trvat pfilis dlouho

m hladovy algoritmus je heuristickd metoda, kterd pouziva jednoduchou lokalni volbu:

v kazdém kroku vyberou ,,nejlepsi* dostupnou moznost

m v nékterych specialnich ptipadech (napf. hledani minimalini kostry grafu) hladové
algoritmy poskytuji dokonce optimalni YeSeni daného problémdi
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Hladovy algoritmus

Algorithm 3: greedy-knapsack

Input: weights W = (wq,ws,...,w,) and knapsack capacity b € N
Output: set of indexes T’

1 sort weights W in descending order (so that w; > wy > ... > wy,)
2T+ 0

3¢+ 0

4 fori <~ 0ton—1do

5 if ¢+ w; < b then

6 T« T U{i}
7 c4— c+w;
8 return T

m Casova slozitost algoritmu je ©(nlogn), odviji se od tfidéni vah na fadku 1
m Ize dokazat, ze greedy-knapsack vrati feseni, jehoz cena (soucet vah) je nejhire
polovi¢ni v porovnani s optimalnim fesenim
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Priklad: hladovy algoritmus

Priklad

Vstup: vahy W = (8, 5, 6, 2, 4) a kapacita batohu b = 17.
Inicializace:

m vahy tfidime sestupné: W = (w1, we, w3, wa, ws) = (8, 6, 5, 4, 2),
m nastavime T < (), ¢« 0.

Prabéh cyklu kde testujeme podminku c + w; < b:

m testujeme w; = 8: 0+ 8 < 17 = priddme do feseni, T' + {1}, ¢« 8§,

m testujeme wy = 6: 8 + 6 = 14 < 17 = pridame do Feseni, T + {1,2}, ¢+ 14,
m testujeme w3z = 5: 14+ 5 =19 > 17 = preskoCime,

m testujeme wy = 4: 14 +4 = 18 > 17 = preskocime,

m

testujeme ws = 2: 14 + 2 = 16 < 17 = pridame do feseni, T+ {1,2,5}, ¢ <« 16.

Vystup: 7' = {1,2,5} s celkovou vahou 16 (ale existuje lepsi, optimalni fesen{
T" ={1,3,4} s celkovou vihou 17, které algoritmus nenajde).
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Dynamické programovani
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Motivace pro dynamické programovani

Pozorovani: naivni pristup k feSeni nékterych problémi vede k opakovanému feSeni
stejnych podproblémi — a tedy k exponencialni dobé béhu.

Kdy jednoduché techniky nestaci:
m hladové algoritmy Casto selzou — nalezené Feseni nemusi byt globalni optimum

m backtracking (uzite¢na rekurzivni technika, kterou vice rozebirat nebudeme) najde
optimalni feseni, ale miize vyzadovat exponencialni Cas

m feSeni hrubou silou fesi mnoho prekryvajicich se podproblémii

Hlavni princip dynamického programovani:
m vypoclet rozdélime na mensi podproblémy
m kazdy podproblém vyfesSime pouze jednou a feSeni si zapamatujeme

m slozity problém pak feSime skladanim znamych dil¢ich vysledki
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Dvourozmérné pole jako tabulka

Intuice: dvourozmérné pole si miZzeme predstavit jako tabulku, kde kazdy prvek ma
fadek (index i) a sloupec (index j).

Vlastnosti:

m pristup k libovolnému prvku MTi, j] je v konstantnim Case, tj. ©(1),

m kazdy radek miZze nést informace pro jeden ,stav" algoritmu,

m kazdy sloupec predstavuje jinou hodnotu parametru (nap¥. kapacity batohu).

Priklad
Dvourozmérné pole M[0..3,0..4] pouzité v nasledujicim algoritmu, kde Fadek reprezentuje
pouziti prvnich ¢ predméti a kazdy sloupec udava kapacitu batohu j.

Mli,jl|0 1 2 3 4
0 [0 00 O0 O
1 (01 1 1 1
2 |0 1 2 2 3
3 |01 2 3 3
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Budovani tabulky M

Intuice: postupné pocitdme nejlepsi dosazitelnou vahu z prvnich ¢ predméti pri kapacité
batohu ¢, a pfitom budujeme dvourozmérnou tabulku M[0..n,0..b].

Co reprezentuje M|i,cl:

m nejlepsi dosazitelnd celkova vdha pomoci prvnich i polozek

m pricemz mame k dispozici (omezenou) kapacitu ¢

m feSime prefixové instance: bud prvek i pfidame do ¢astecného reseni, nebo ne

Jak tabulku vypliiujeme:
m zakladni ptipady: M0, c] = 0 (zadné polozky), M[i,0] = 0 (kapacita je nulova)
mprot>1lac>1:

MTi, c] =

Mli—1,¢], c < w
max{M[i — 1,c], M[i —1,¢ —w;| +w;}, ¢>w;

m pokud ¢ < w;, pak w; nelze pridat do FeSeni, protoze je vétsi nez dostupna kapacita ¢

m v opacném pripadé tedy volime lepsi moznost: pouzit nebo nepouzit w;
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Algorithm 4: initialize-knapsack-table

Input: weights W = (w, wa, ..., w,) and knapsack capacity b € N
Output: two-dimensional array M

1 initialize new two-dimensional array M[0..n,0..b]
2 for i <~ 0 to n do

| M[i,0] <0

4 forc+ 0tobdo

5 | M[0,c] <0

6 for i < 1 ton do

7 forc< 1tobdo

8 if ¢ < w; then

9 | Mli,c] « M[i—1,c]

10 else

11 | M, ] « max(M[i —1,¢], M[i — 1, ¢ — w;] + w;)

12 return M

w
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Rekonstrukce feseni z tabulky M

Cil: tabulka M po inicializaci obsahuje nejvétsi dosazitelnou vahu, ale porad potfebujeme
najit samotnou mnozinu vybranych predméti (nejen jejich celkovou vahu).

Postup (zpétny priichod tabulkou):
m za¢neme v pravém dolnim rohu tabulky: pozice Mn, b]
m pro kazdy index i =n,n—1,...,1:

m zjistujeme, zda jsme pouzili w;

H porovhavame:

)
Mli,c] = M[i — 1,¢ — w;] + w;

m pokud rovnost plati, polozka i byla zahrnuta v optimalnim Feseni
m kdyZ predmét zahrneme, sniZzime i dostupnou kapacitu: ¢ < ¢ — w;

22/29



Rekonstrukce feseni z tabulky M

Intuice: provadime ,zpétné inzenyrstvi" pouzitych hodnot w; z jejich celkového souctu.

Algorithm 5: dp-knapsack

Input: weights W = (wq, wa, ..., w,) and knapsack capacity b € N
Output: set of indexes T' (optimal solution)

1 M < initialize-knapsack-table(W, b)

2 T+

3c+b

4 for i < n downto 1 do

5 if c—w; >0 and Mli,c] = M[i — 1,c — w;] + w; then
6 T+ TU{i}

7 L Ccc—w;

8 return T’

m v podmince na fadku 5 testujeme, kterd volba (pouzit/nepouzit w;) vedla k optimaln{
hodnoté v tabulce
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Priklad: budovani tabulky M

Priklad (&ast 1/2)
Vstup:
W = (w1, ws,ws, ws) = (3,4,6,5), b=38
Inicializace:
m tabulka M ma rozméry (n+ 1) x (b+ 1), tj. MJ0..4, 0..8];,
m prvni fadek M0, c] = 0 (bez polozek),
m prvni sloupec M[i,0] = 0 (kapacita 0),

m dalsi hodnoty dopocitdvame po radcich, zleva do prava.

Prvni dva radky:

i\e |0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 000 00 O0O0O0O
1wy =30 0 0 3 3 3 3 3 3

Logika: pokud ¢ < w;, nemiizeme polozku pridat.
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Priklad (¢ast 2/2)
Cela tabulka M pro W = (3,4,6,5), b =8:

i\e 01 2 3 4 5 6 7 8
0 0 00 0 00O 0 O
1(w; =30 0 0 3 3 3 3 3 3
2(wa=4) |0 0 0 3 4 4 4 7 7
3(ws=6) |0 0 0 3 4 4 6 7 7
4(wy=5 |0 0 0 3 4 5 6 7 8

Ptiklad vypoctu konkrétnich bunék:

m proi=1,c=2 plati ¢ < w; a proto M[1,2] = M|0,2] =0,

m pro i = 1,c = 3 pridame vétsi z M[0,3] =0 a M[0,0] + 3 = 3, a tedy M[1,3] = 3,
m pro i =2,c= 8 pridame vétsi z M[1,8] =3 a M[1,4]+4 =7, a tedy M[2,8] =7,
m pro i =3,c =4 plati ¢ < w3 a proto M [3,4] = M[2,4] =4,

m pro i =4,c= 8 pridame vétsi z M[3,8] =7 a M[3,3] + 5 =8, a tedy M[4,8] =8.

Vysledek tabulky: maximalni vaha, kterou Ize do batohu pobrat, je M[4,8] = 8.
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Priklad: rekonstrukce reSeni z tabulky
Piklad

Prochazime inicializovanou tabulku M od pravého dolniho rohu, tj. ¢ = 4, ¢ = &:

Krok 1: pro i = 4, ¢ = 8 porovnavame vahu wy = 5 (plati ¢ — wy > 0):
M[4,8]=8 a M[3,3]+5=3+5=8

= pridame index 4 do Feseni (pro polozku wy = 5). Nova kapacita: ¢ =8 — 5 = 3.
Krok 2: pro i = 3 neplati ¢ — w3 > 0, tj. w3 = 6 se nevejde = nepridame index 3,
Krok 3: pro i = 2 neplati ¢ — wq > 0, tj. wy = 4 se nevejde = nepfidame index 2,

Krok 4: pro i = 1, ¢ = 3 porovnavame vahu wy = 3 (plati ¢ — wy > 0):
M[1,3]=3 a M[0,0]+3=0+3=3

= pridame index 1 do FeSeni (pro polozku wy = 3). Nova kapacita: ¢ =3 — 3 = 0.

Vysledek: mnoZina optimalniho feSeni 7" = {1,4} s celkovou vahou w; +wy =3 +5 = 8.
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Casova slozitost dynamického algoritmu

Intuice: jedna se o pseudopolynomialni algoritmus: je rychly, pokud je kapacita b mala.

Analyza vypoctu tabulky:
m tabulka M ma (n+ 1) x (b+ 1) polozek
m pro kazdou dvojici (i, ¢) provadime konstantni pocet operaci: porovnani, s¢itani, atd.

m celkovy &as potfebny na vyplnéni tabulky: ©(n - b)

Analyza celého algoritmu:

m pri rekonstrukci feseni prochazime tabulku zpét po fadcich i =n,n—1,...,0
m v kazdém kroku provedeme jen konstanni pocet operaci: ©(n)

m asymptoticky dominuje ¢as na vyplnéni tabulky

m celkova casova sloZitost: 7'(n,b) = ©(n - b)
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Pseudopolynomialni cas

Intuice: nékteré algoritmy nejsou polynomialni v obvyklém smyslu, ale jsou efektivni,
pokud jsou Ciselné hodnoty vstupu malé.

Zajimavé pozorovani:
® uvazujme instanci problému, kde vynasobime kazdou vahu w; a kapacitu b Cislem 100

m dp-knapsack bude tuto instanci resit 100-krat délsi dobu, nez pred vynasobenim

Kdy fikame, Ze algoritmus bézi v pseudopolynomialnim case?
m jeho ¢asova sloZitost je polynomidlni v ,aritmetické velikosti* vstupu (napf. kapacité b),
nikoliv v délce bindrniho zapisu vstupu

Proc to neni skutecné polynomialni algoritmus?
m kapacita batohu b je &islo, které ma binarni délku ©(logb)
m tedy ¢as ©(n - b) je ve skute&nosti exponencialni v délce vstupu (b = 20(°eb))

m pseudopolynomialni ¢as zavisi pfimo na hodnoté Cisla, ne na jeho zapisu
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Zavérem

Optimalizacni problémy:

m optimalizacni problém — specialni typ problému, ktery povoluje vice moznych feseni,
pficemz nasim Gkolem je najit to nejlepsi z nich

m problém batohu: maximalizujeme hodnotu vybranych predméti do daného limitu

Techniky feseni problému batohu:
m feSeni problému hrubou silou

m najde optimalni FeSeni, ale ma superexponencidlni ¢asovou slozitost O(n - 2™)
m idedlni jako refenrenéni feSeni

m hladové algoritmy

m aproximacni algoritmus — obecné nevraci optimalni fesen{
m vysledné feseni miZze mit v nejhorsim ptipadé poloviéni cenu optimalniho feseni
m Casova slozitost ©(nlogn)

s

m dynamické programovani
m chytra technika, kterd si predpocitd mezivysledky, ze kterych poté sklada finalni feseni
m pseudopolynomiélni ¢asova slozitost ©(n - b)

29/29



	Optimalizační problémy
	Definice
	Problém batohu

	Řešení problému hrubou silou
	Generování všech podmnožin
	Popis algoritmu

	Hladové algoritmy
	Popis algoritmu
	Příklad

	Dynamické programování
	Sestavení tabulky
	Rekonstrukce řešení z tabulky M
	Příklad
	Složitost


