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1 Kombinatorova logika

Abeceda kombinatorové logiky CL je tvotena
1. konstantami S a K,
2. proménnymi x,y, z, - . .,
3. symboly levé a pravé zavorky.

Mnozina vyrazu C kombinatorové logiky je nejmensi mnozina, ktera spliiuje,

ze

1. pokud z je proménni, pak = € C,
2.8eCaKeC(,
3. pokud P €C a @ € C, pak (PQ) €C.

Nejvice vnéjsi zdvorky vynechdvdme a PQ1Qz...Qr = -+ ((PQ1)Q2) - - - Qk.
Mnozina volngch proménngch FV (M) vyrazu M je rovna mnoziné vsech proménnych
vyskytujicich se ve vyrazu. Nahrazeni vSech vyskytu proménné = ve vyrazu P
za vyraz @ znacime Pz := Q).

Teorie kombinatorové logiky je ddna axiomy:

1. KPQ =P,

2. SPQR = PR(QR),

3. P=P

a odvozovacimi pravidly:
P=qQ P=Q,Q=R
Q=r’ P=R
P=qQ P=qQ

PR=QR’ RP = RQ’

Definujeme



1. I = SKK,

2. B=S(KS)K,

3. C=S(BBS)(KK),
4. T=CI

5. M = SII,

6. L= CBM,

7. Y =SLL.

Pro kazdé vyrazy P,Q, R plati:
1. IP=P,
2. BPQR = P(QR),

3. CPQR = PRQ,
4. TPQ = QP

5. MP = PP,

6. LPQ = P(QQ),
7. YP=P(YP).
Mnozinu

{(KPQ,P) | P,Q € C} U{(SPQR, PR(QR)) | ,Q,R € C}

si oznacime w a nazyvame osnovou slabé redukce. Oznacime —,, nejmensi relaci
obsahujici w, kterd je kompatibilni s aplikaci, —,, reflexivni a tranzitivni uzavér
—w a =, nejmensi ekvivalenci obsahujici —,,. Redukce w ma Churchovu-
Rosserovu vlastnost. Normalni formu redukce w nezyvame slabou normdlni for-
mou. Redukci w nazyvame slabou, protoze SK #,, KI, ale SK #3 KI, kde
S, K, I oznacuji prislusné kombindtory z teorie A.

Plati P =, Q, pravé kdyz P = Q.

Churchovo-Rosserova véta pro kombinatorovou logiku:

1. Pokud P = @ a P je v slabé normélni formé, pak P —»,, Q.

2. Pokud P a @ jsou dvé ruzné slabé normélni formy, pak P # Q. Z ¢ehoz
vyplyva, ze kombinatorova logika je konzistentni.

Indukei na struktufe vyrazu P definujeme A\*z.P nésledovné.
1. Nzx =1,
2. X*x.P = KP, jestlize ¢ FV(P),



3. X*x.PQ = S(\*z.P)(\*z2.Q).
Plati:

1. FV(\*z.P) = FV(P) — {z},

2. (A*z.P)Q = Plz := Q).

3. jestlize y ¢ FV(P), pak A*x.P = \*y.P[z := y].
Pravidlo extenzionality ext:

Pr=Qx xz¢FV(PQ)
P=0q

Induktivné definujeme zobrazeni (+)x: C — A:

1. (z
2. (
3. (K)x =K = \zy.x,
4. (
a zobrazeni (\)er: A — C:
1. ()er = o,
2. (MN)cr = (M)en(N)er,
3. (\zM)ep = Na.(M)ey.

Jestlize P = @, pak (P)x = (Q)x, kde P, Q jsou vyrazy kombinatorové logiky.
Obréacend implikace neplati, protoze A - SK = KI, ale CL I/ SK = KI.
Teorie A + ext a CL + ext jsou ekvivalentni. Pfesnéji plati:

—_

. )\+6(Et|_ ((M)CL))\ :M,

[\]

. CL +extt ((P))\)CL = P,
3. At extt M = N, pravé kdyz CL + ext - (M)cr, = (N)er,
4. CL+extt P = Q, prave kdyz A+ ext b (P)x = (Q) .

Je mozné rozsitit CL o nékolik axiomu A tak, ze CL + A bude ekvivalentni s A
v pravé uvedeném smyslu. Axiomy najdete v knize The Lambda Calculus, Its
Syntazx and Semantics od Henka Barendregta na strané 158.

Prevod vyrazu lambda kalkulu do vyrazu kombin&dtorové logiky lze vylepsit
pouzitim nésledujicich rovnosti dokdzanych v CL + ext:

1. S(KP)I=P
2. S(KP)Q = BPQ



3. SP(KQ) = CPQ

Kompilator programovaciho jazyka Miranda (pfedchudce Haskellu) kompi-
luje programovy kod do kombinatorové logiky, ktery je pak zpracovavan rychlym
interpretem.

Pro mnozinu X C A° kombindtori ozna¢me X T nejmensi mnozinu, kterd
splnuje:

1. X C X+,
2. pokud M,N € Xt pak (MN)e X+,

Mnozina X je bdze, jestlize pro kazdy kombindtor M € A° existuje N € X+
tak, ze N = M. Plati, ze {S,K} je bdze. (Musime pouzit extenzionalitu nebo
rozsifeni kombinédtorové logiky o axiomy A.) Definujeme X = Az.2KSK. Pak
{X} je baze. Staci oveéiit, ze XXX =K a X(XX) = S.

2 Hindleyho-Milnertv typovy systém
Abeceda typu je tvorena

1. typovymi konstruktory Cq,Cs,. ..

2. typovymi promennymi o, Q.. .,

3. znaky tecka, V a prava a leva zavorka.

Kazdému typovému konstruktoru C je pfifazeno celé nezdporné éislo 6(C') nazyvané
arita C. Musi existovat typovy konstruktor — s aritou 2. Budeme uvazovat ty-
pové konstruktory String a Integer s aritou nula a typovy konstruktor List
s aritou jedna.

Oznaéme V = {a1, a9, ..., } mnozinu vsech typovych proménnych.

Mnozina monotypt Monotyp je nejmensi mnozina, pro kterou plati:

1. V C Monotyp,

2. pokud C je typovy konstruktor s aritou n a 7q,...,7, € Monotyp, pak
(C7y...79) € Monotyp.

Misto (— 7172) piSeme (11 — 72). Typy s aritou nula (C) zapisujeme C.
Pfijimame konvence o vynechavani zdvorek z typovaného lambda kalkulu. Napiiklad
(Integer — String) — (List Integer) — (List String) nebo (List a) —
Integer jsou monotypy.

Mnozina volnych proménnych FV(7) monotypu 7 je ddna pravidly:

1. FV(a) = {a},
2. FV(Cry...1,) =FV(m)U---UFV(1,).



Zobrazeni S : V. — Monotyp, které typovym proménnym pfifazuje mo-
notypy, se nazyva typovd substituce. Zépis {a1 — T1,...,an — Tn} zapisuje
substituci S takovou, ze S(w;) = 7; pro vsechna 1 < i < n a S(a) = « pro
kazdou typovou proménnou « ruznou od ag, ..., q,. Aplikace ST substituce S
na monotyp 7 je dana pravidly:

1. Sa = S(w),
2. 5(Cry...m) =C(ST1...570).

Naptiklad pro S = {« +— Integer} obdrzime S(o — «) = Integer — Integer.
Mnozina polytyptu Polytyp je nejmensi mnozina, pro kterou plati:

1. Monotyp C Polytyp,
2. pokud o € Polytyp a « je proménnd, pak Va.o € Polytyp.

Napiiklad Ya.V5.a — 8 — « je polytyp.

Pro polytyp V.o je mnozina jeho volnych proménnych déna rovnosti FV(Va.o) =
FV(o) — {a}.

Polytyp Vai - - - Vay,. T je obecnéjsi nez polytyp V31 -+ VBT, jestlize exis-
tuje substituce S = {a1 — 71,...,a — Tk} takovd, ze 7 = ST a mnozina
FV(Vay -+ -Vay,.7) je disjunktni s {f1,. .., Bm}, zapisujeme

Yoo -+ Vo, T TP -+ VBT

Napiiklad Vo.ao = 8 — « je obecnéjsi nez Vy.(y = v) = 8 = (v = 7) a
ten je obecnéjsi nez (Integer — Integer) — 5 — (Integer — Integer).

Formule
M:o
zapisuje, ze vyraz M je typu o. Posloupnost formuli 1 : o1,...,2, : oOn,
kde proménné z1,...,x, jsou po dvou ruzné, nazyvame kontextem a znacCime

I'. Mnozinu FV(T') volnych typovych proménnych v kontextu I' definujeme
FV(T) =FV(o1)U---UFV(0,). Vyraz o : o € T' znaci, ze se formule « : o naléza
v posloupnosti I'. Prazdny kontext zna¢ime () nebo jej iplné vynechdvame.

Relace odvoditelnosti o : o z kontextu I', kterou symboliky zapiseme I" - « :
o, je dana pravidly:

x:0€el '-M:(r—7) TTEN:7T

T'kFz:0o (var), ' (MN):7 (app),
Lz:7-M:7 (abs) I'-M:0 oLCo (inst)
TFOaM):(r—r) % TFM:o s,
I'EM:0 « ree(I’
¢ freet)

I'M:Va.o

Nésledujici strom dokazuje, ze T' F (id c) : Integer, kde I' = id : Va.ae — «, ¢ :
Integer.



id:Va.a > a €l
I'Fid:Vaa— a

' id: Integer — Integer
Tt (id c) : Integer

(var)
Vo.ao = o C Integer — Integer . c:Integer €I

(inst) var)
' c: Integer

(app)

Nésledujici strom dokazuje, ze - (Azz) : Voo — a.

rTraczra
————=———(var)
rralz:o (abs)
F(Azx):a—« a ¢ FV(0)
F (Azz) : Va.ao = «

(gen)

3 Bezpredmeétové programovani

Typovy systém Haskellu vychazi z Hindleyho-Milnerova typového systému. Po-
lytyp Vag....Va,.7 zapiSeme pouze jako typ 7. Napiiklad:

id? :: a -> a
id” x = x

Pouziti:

>>> id’ (\ x -> x) (id’ 1)
1

Typovy konstruktor C' s n argumenty muzeme v Haskellu definovat kon-
strukei data:

data C a3 ... ap = constructors deriving Show

Konstruktory constructors muzou pouzivat typové proménné oy, . . ., a,,. Naptiklad:
data List a = Nil | Cons a (List a) deriving Show

Ukéazka pouziti:

:: List Integer

x
x = Cons 1 (Cons 2 Nil)

Zakladni kombindtory v Haskellu:

1. I=1id
2. B=(.)
3. C = flip



4. K = const
5. (Mfx.fz) = ($)

Technika bezpredmétového programovdni spocivéd v tom, ze programujeme
pouze s pouzitim kombinatoru. Tedy nepouzivame proménné. Napiiklad funkci
na secteni tif ¢isel:

sum3 :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer
sum3 x yz = (x +y) + z

muzeme bez proménnych napsat takto:

sum3’ :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer

sum3’ = (.) ((.) (#)) (+)
Citelnéjsi verzi obdrzime pouzitim infixové notace kombingtoru (.):

sum3’’ :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer
sum3’’ = ((+) ) . (#)

Poznamka: Pro infixovy operator op je (arg op) ekvivalentni s (op) arg.
Vezméme jako dalsi piiklad funkci pocitajici pocet vyskytu ¢isla v seznamu:

count :: Int -> [Int] -> Int
count x [] =0
count x (y:ys) =
if x == y then 1 + count x ys
else count x ys

Funkci muzeme prepsat za pouzit{ length a filter (filtrovdni seznamu):

count’ :: Int -> [Int] -> Int
count’ x y = length (filter ((==) x) y)

Nyni uz je snadné odstranit proménné:

count’’ :: Int -> [Int] -> Int
count’’ = (length .) . filter . (==

Pro praci se seznamy je uziteény kombinator foldr, ktery by mohl byt
definovan:

foldr’ :: (a ->b ->b) -=>b ->[a] -=> b
foldr’ £ z [] =z
foldr’ f z (x:xs) = f x (foldr’ f z xs)

Napiste s jeho pomoci bezpredmétové funkce



sum’ :: [Integer] -> Integer
pocitajici soucet prvku seznamu,
length’ :: [a] -> Int

vracejici délku seznamu a

map’ :: (a -> b) -> [a] -> [b]

mapujici funkci pfes seznam.
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