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1 Model jednoduse typovaného lambda kalkulu

Kazdému atomickému typu b € B prifadime mnozinu || X||. Funkénim typtm
o — 7 pak muzeme induktivné pfifadit mnozinu ||o — 7|| vSech funkei z ||o]]
do ||7]]; tedy ||o — 7|| = ||7||I°!l. Takto jsme kazdému typu o pFitadili mnozinu
o]l

Prostiedim e myslime zobrazeni, které kazdé proménné vy pfifazuje hodnotu
e(v?) € ||o]|. Model ||M]||. vyrazu M typovaného lambda kalkulu v prostiedi e
je prvek mnoziny ||o|| definovany nésledovné.

1. ||z]le = e(x), kde x je proménnd,
2. |IMN|le = [[M]le([IN1]e),

3. || . M||le = {(d,||M]|e) | d € ||o]| a e[z — d]}, kde o je typ proménné x
a e[x — d] znad¢f prostiedi shodné s e az na to, Ze x je pfifazena hodnota
d.

Pokud je vyraz M uzavieny, pak misto ||M]|. muzeme psét jen ||M||.
Pokud se dva uzaviené vyrazy M a N rovanji v teorii An, pak ||[M|| = || N]|.
Pokud je pro vyraz M ¢istého lambda kalkulu ¢ mozny typ, pak dopinénim
typu promeénnym v M podle o myslime typ N typovaného lambda kalkulu, pro
ktery je |N| = M. Napiiklad doplnénim typu proménnych v Az.z podle i — i
(i € B) ziskdme vyraz A\z‘.z".

2 Model omezeného Haskellu

V této casti si vytvorime mnozinovy model omezené ¢asti Haskellu. Nasledujicimi
tfadky importujeme jen vybrané symboly ze zakladni vybavy Haskellu.

-# LANGUAGE NoImplicitPrelude #-
import Prelude (Show, Integer, (*), (+), (-))



Model ziskdme vhodnym rozsifenim jednoduse typovaného lambda kalkulu.
Modely atomickych vestavénych typt musime zadat. Naptiklad ||Integer||
je mnozina v8ech celych ¢isel Z.
Vezméme definici datového typu:

data Type b; ... b, = constructors

U definic datovych typi budeme vynechdvat ¢dst deriving Show umozinujici
snadny tisk hodnot. Nepfipoustime definici rekurzivniho datového typu. Pro
kazdé uzaviené monotypy typel,...,typen je||Type typel ... typen|| nejmensi
mnozina, kterd pro kazdou instanci konstruktoru v constructors:

Const typel’ ... typem’
splnuje:
(Const,x1,...,oy) € ||Type typel ... typen||,

kde z; € ||typei’ || pro kazdé 1 <i < m.
Napiiklad pro:

data Boolean = True | False
je ||Boolean|| = {True,False} nebo pro:
data Maybe a = Nothing | Just a

je ||[Maybe Integer|| = {Nothing} U {(Just,z) |z € Z}
Literaly modelujeme prvky modelu jejich typu. Napiiklad:

l|1]| =1 € Z = ||Integer]||.
Modely vestavénych funkci musime zadat. Napiiklad:
|| (+)Integer > Integer = Integer|| _ ot — {(y FF) |z € Z),
kde FiF = {(y,z +y) | y € Z}}. Plati ||(+)]| € ZZ". Napiiklad dostdvame:
1) 2 3] = (IHO[I(2)(3) = FF(2)(3) = F5' (3) =5.
Vezméme definici jména:

name :: type
name = expr

Zavedeme omezeni, ze vyraz ezpr muze obsahovat jen diive definovana jména.
Nepiipoustime tedy rekurzivni definice.



Stejné jako proménné, maji i jména pfifazeny monotyp. Tedy modelujeme
name *¥7¢’  kde type’ je specifictéjsi nez type. Jméno modelujeme:

|[name *#¢" || = || expr-|| € ||type’ ||,

kde ezpr’ je vyraz vznikly z ezpr doplnénim typu proménnych podle type’ .
Napiiklad pro:

id :: a -> a
id =\ x > x

je ||id1nteger -> Integer” — ||)\:L,Integer.l,1nteger|| — {(272,) | = Z} c ZZ.
Rozbor R:

(case M of
c1 371> -> N

Cm T => Nim)

modelujeme
[|IR||le = f(x1,...20),
kde

f=10z.N)|,
|IMlle = (ciy 21, Tn).

Napiiklad model pro:

case Just 1 of
Just x -> x
Nothing -> O

je ¢islo 1.
Komplexnéjsi priklad:

maybeHead :: List a -> Maybe a
maybeHead = x -> case x of
(Cons x xs) -> Just x
Nil -> Nothing

||maybeHeadLiSt Integer -> Maybe IntegerH

= {(Nil,Nothing)} U {((Cons, z,1), (Just,2)) | z € Z a l € ||List Integer||}.

Samoziejmé stdle muzeme pouzivat rozpoznavani vzoru jako zkratku:



maybeHead :: List a -> Maybe a
maybeHead (Cons x xs) = Just x
maybeHead Nil = Nothing

Pokud se dva vyrazy Haskellu M a N rovnaji vzhledem k redukci Haskellu
H a n, pak se rovnaji i jejich modely, tedy ||M|| = ||N||. Toho muzeme vyuzit
pii dokazovani rovnosti modelu vyrazu. Napiiklad protoze

maybeHead (Cons 1 Nil) =g, Just 1
pak nutné
||maybeHead (Cons 1 Nil)|| =||Just 1||.
Obracend implikace neplati. Jako protiptiklad vezmémé
N x> x % 2=\ x > x + x| = {(,22) | z € Z},
ale
\x =>x *x 2#p, \ X => X + X,

protoze se jednd o dvé ruzné normalni formy.

3 Teorie kategorii
Kategorie se sklada z
1. objekti a,b,c, ...
2. a gipek (také morfismi) f,g,h,...
Na objektech a sipkéach jsou zavedeny nasledujici ¢tyti operace.

1. Doména prifazuje kazdé sipce f objekt a = dom(f) nazyvany zdroj Sipky
I

2. Kodoména piitazuje kazdé Sipce f objekt b = cod(f) nazyvany cil sipky
f.

Fakt, ze sipka f ma zdroj a a cil b znac¢ime: f: a — b nebo a ENN
3. Jednotka ptitazuje objektu a Sipku 1,: a — a.

4. Sklddani prifazuje péru sipek (f,g), kde dom(g) = cod(f), sipku g o f
takovou, ze g o f: dom(f) — cod(g).



Skladani lze vyjadiit diagramem:

Operace musi spliiovat nasledujici dva aiomy.

Asociativita. Pro libovolné objekty a Sipky v postaveni a Lop 5 ¢ 2y g mus
platit
ho(gof)=(hog)of.
Ptedchozi rovnost muzeme graficky vyjadfit ndsledujicim diagramem. Vrcholy
oznacuji objekty a hrany Sipky.

ho(gof)=(hog)of d

gof

[
>

hog

b 7 c
Rekneme, ze diagram komutuge, jestlize pro kazdé dva vrcholy a a b a kazdé dva
sledy P; a P, z vrcholu a do vrcholu b plati, Ze slozeni Sipek na sledu P; je ta
sama Sipka jako slozeni Sipek na sledu P,. Predchozi diagram komutuje.
Jednotkovy zdkon. Pro kazdé dvé Sipky f:a — b a g: b — ¢ plati

Lyof=fagol,=g.

Neboli nésledujici diagram komutuje.

a— b
1y g

f

b——Fc
Piikladem je kategorie mnozin Set, kde objekty jsou mnoziny a Sipky jsou
zobrazeni. Zobrazeni f: X — Y uvazované dohromady s doménou X a ko-
doménou Y je Sipka se zdrojem X a cilem Y. Jednotka 1x na mnoziné X
jeidentické zobrazeni na X. Operace skladani Sipek o je klasické skladani zob-

razeni, tedy pro Sipky f: X - Y ag:Y — Zjego f(x) = g(f(x)) pro
reX.



Pro mnozinu B atomickych typu oznac¢ime Lam(B) kategorii, kde objekty
jsou typy jednoduse typovaného lambda kalkulu vytvoiené z B. Sipky z o do 7
odpovidaji vyrazim jednoduse typovaného lambda kalkulu typu o — 7. Sipku
muzeme zadat vyrazem Cistého lambda kalkulu spole¢né s jeho moznym typem.
Napiiklad Az.z : b — b je sipka Aa.z®. Mezi vyrazy shodného typu, které se
rovnaji v teorii An, nerozlisujeme. VSechny odpovidaji stejné Sipce. Jednotka
objektu o je vyraz Az.x : ¢ — o. Slozeni Sipek f: 01 = 09 a g: 02 — 03
definujeme jako vyraz go f = A\x.g(fx): o1 — o3. Dokdzeme jednotkovy zakon.
Pro f: 0 — 7 mame

1rof=Xe.1.(fz) = de.(Ay.y)(fz) = \a.foe = f,
fols = Ma.f(1o() = A f(Owy)a) = Aa.fo = f.

Dokéazeme asociativitu. Pro f: 01 — 09, g: 09 = 03 a h: 03 — 04 méme

ho(go f)=ho(\z.g(fz)) = Ay.-h((Az.g(fz))y) = Ay.h(g9(fy)),
(hog)o f=Ax.(hog)(fz)= Az.(Ay.-h(gy))(fz) = Az.h(g(fx)).

Mnozina P je preduspotdddna, jestlize je na ni dana reflexivni a tranzitivni
relace R. Kazdou preduspoirddanou mnozinu muzeme chépat jako kategorii, kde
objekty jsou prvky mnoziny P a kazdému paru (p, q) € R odpovidd sipka p — g.

Pro program vyse omezeného Haskellu P muzeme uvazovat kategorii Hask(P).
Objekty kategorie budou uzaviené monotypy definované programem. Napiiklad
objekty v programu:

data List a = Nil | Cons a (List a)

jsou typy Integer, List Integer, (List Integer) -> Integer,... Sipky od-
povidaji vyraziim Haskellu funkénich typd. Konkrétné vyraz expr :: typel
-> type2 je Sipkou z typel do type2. Napiiklad

(+) :: Integer -> (Integer -> Integer)

je sipkou se zdrojem Integer a cilem Integer -> Integer. Vyraz uvazujeme

véetné jeho monotypu. Vyrazum shodného typu se stejnym modelem odpovida
stejnd Sipka. Naptiklad vyrazy

(\ x => x + x) :: Integer -> Integer
a
(\ x => 2 *x x) :: Integer -> Integer

odpovidaji stejné sipce. Model obou vyrazu je funkce {(z,2z) | a € Z}.
Jednotka na typu type je pfimo funkce identity



ligpe =\ x > x :: type -> type.
Napfiklad jednotka objektu Integer piifadi sipku
\ x => x :: Integer -> Integer

Slozeni sipek expr? :: typel -> typel2 aexprl :: type2 -> type3 jeSipka

\ x > expr2 (exprl x) :: typel -> type3
Napftiklad slozeni sipky

(#) 2 :: Integer -> Integer

a Sipky

(¥) 2 :: Integer —-> Integer

je Sipka

\ x => (%) 2 ((+) 2 x) :: Integer -> Integer

Do programu doddme definice:

. (b >c¢c) > (a->b) > (a ->c)
(VD gftx=g (( x

Pak 1;p. = id :: type —-> type a sloZeni Sipek exprl a ezpr2 je Sipka
expr2 . ezprl :: typel -> type3.V kategorii Hask(P) budeme program
P vynechévat, protoze bude zadan kontextem. Program P budeme postupné
definovat.

Vezméme Sipky f:a — ba g: b — a néjaké kategorie. Pokud fog je jednotka
na b a go f je jednotka na a, pak fikame, ze g je inverzni k f. Vyjadreno
komutujicim diagramem:

!
LZa Thou
g

Pokud inverzni sipka existuje, pak je jedini. DokdZeme si to. Necht h,g: b — a
jsou sipky inverzni k f:a — b. Pak mdme g = 1,09 = (ho f)og=ho(fog) =



holy, = h. Tedy h = b. Proto pokud inverzni Sipka existuje, tak ji znac¢ime
g=f"

Napftiklad v kategorii mnozin maji inverzi pouze bijekce. Konkrétné inverzni
Sipka k bijekci f: X — Y je inverzni zobrazeni f~1:Y — X.

Definujme:

flip :: (a > b > ¢c) > (b -> a -> ¢)
flipfyx=£fxy

Pak je sipka

(+) 2 :: Integer —-> Integer

je inverzni k

flip (=) 2 :: Integer -> Integer

Sipku f: a — b nezveme izomorfizmem, jestlize m4 inverzni sipku. V takovém
ptripadé rikame, ze objekty a a b jsou izomorfni. Naptiklad v kategorii mnozin
jsou izomorfni kazdé dvé mnoziny, které maji stejnou kardinalitu. Specidlné pro
kone¢né mnoziny dostdavame, ze jsou izomorfni kazdé dvé kone¢né mnoziny se
stejnym poctem prvki.

Definujme:

data Two = C1 | C2
data Bool = True | False

Typy Bool a Two jsou izomorfni.

Objekt nazveme inicidlni, jestlize z néj vede pravé jedna Sipka do kazdého
objektu.

V kategorii mnozin je prazdnd mnozina inicidlni objekt. Zvolme mnozinu X,
pak existuje pravé jedno zobrazeni f: ) — X a to f = 0.

Definujme:

data Void

Plat{ ||Void|| = 0. Typ Void je inicidln{ objekt v kategorii Hask.
Sipku z Void do libovolného typu definujeme funkei:

absurd :: Void -> a
absurd x = case x of {}

Poznamenejme, Ze ||case x of {}|| = 0.

Kazdé dva inicidlni prvky jsou izomorfni. Necht a a b jsou inicidlni prvky.
Protoze a je inicidlni prvek, musi existovat Sipka f : a — b. Podobné musi
existovat Sipka g: b — a. Slozeni Sipek g o f je Sipka a — a, ale z toho, Ze a je
inicialni, plyne, ze g o f = 1,. Podobné ukazeme, ze f o g = 1;.

Rikédme také, ze inicidlni objekt je az na izomorfizmus jedineény.

Pro kategorii C definujeme dudlni kategorii C°P nasledovné.



1. Objekty C jsou objekty C°P.

2. Pokud f:a — b v kategorii C, pak f: b — a v kategorii C°P.
3. Identity v kategorii C jsou stejné jako identity v kategorii C°P.
4. Pokud h=go fvC,pak h= fogv CP.

Objekt v kategorii C nezveme termindlni, jestlize je inicialni v kategorii C°P.
Tedy objekt je termindalni, jestlize do néj vede z kazdého objektu pravé jedna
sipka. Pokud termindlni objekt existuje, je az na izomorfizumus jedine¢ny.V ka-
tegorii mnozin je libovolna jednoprvkova mnozina terminalni objekt. Vezméme
napifklad {@} a libovolnou mnozinu X, pak existuje pravé jedno zobrazeni
f: X — {0} a to zobrazeni f(z) = 0.

Definujeme terminalni objekt v kategorii Hask:

data Singleton = Star
Sipky do termindlniho objektu:

unit :: a -> Singleton
unit _ = Star

Bud'te a; a as objekty. Potom objekt b spolu s Sipkami f; : b — a; a
f2: b — as nezyvame soucinem (produktem) objektu ai a as, jestlize pro kazdy
objekt ¢ spolu s sipkami g1: ¢ — a1 a g2: ¢ — ag existuje jedina Sipka h: c — b
tak, ze g1 = fioh a ga = fa o h. Sipky f1 a fo se nazyvaji projekce.

Prerusovand Sipka znaci, ze mezi objekty existuje jedina Sipka, pro kterou dia-
gram komutuje.

Pokud souéin objektu a; a as existuje, pak je az na izomorfizmus jediny.
Tvrzeni si dokdzeme. Nechf objekt b s projekcemi f1:b — ay a fa: b — as a
objekt ¢ s projekcemi g;: ¢ — a1 a go: ¢ — as jsou dva souciny objektu a; a as.
Protoze ¢ je soucin, existuje jedind Sipka i: b — ¢, tak ze g1 01 = f1 a gooi = f5.
Podobné z toho, ze b je soucin, plyne, Ze existuje jedina Sipka j: ¢ — b kterd



spliuje, Ze fioj =g1 a faoj = go.

7
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Pro slozenou sipku joi plati, ze fio(joi) = (fi10j)oi=g10i= f; a podobné
fao(joi)= fo. Protoze f1 01y, = f1 a faol, = fo, z jednoznac¢nosti plyne, ze
joi = 1p. Podobné muzeme ukéazat, ze ioj = 1.. Tedy ¢: b — ¢ je izomorfizmus.

Soucin objekti a; a as znatime a; X ag, prislusné projekce znacime my :
a1 X as — a1 ame:a; Xaz — a.

Soucinem mnozin X a Y v kategorii mnozin je kartézsky souc¢in mnozin X xY
spolu s projekcemi 71 (x,y) = x a ma(x,y) = y. Skuteéné, vezméme libovolnou
mnozinu Z a zobrazeni f1: Z — X a fo: Z — Y, pak pro zobrazeni g: Z — X X
Y definované g(z) = (f1(2), f2(2)) plat, ze 1 (h(z)) = m(fi(2), f2(2)) = f1(2)
a podobné ma(h(z)) = fa(2). Necht h: Z — X xY je zobrazeni, které spliiuje, ze
mioh = f1 amoh = fy. Pro kazdé z € Z plati, ze h(z) = (w1 (h(z)), m2(h(2))) =
(f1(2), f2(2)) = g(2). Tedy h = g.

Definujeme:
data Product a b = Pair a b
fst :: Product a b -> a
fst (Pair x y) = x
snd :: Product a b -> b
snd (Pair x y) =y

Pak pro typy typel a type2 je typ (Product typel type2) spolu s projek-
cemi

fst :: Product typel type2 -> typel

a

snd :: Product typel type2 -> typel

soucinem typu typel a typel.
Sipku h z definice sou¢inu muzeme definovat:
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factorizer :: (¢ -> a) -> (c -=> b) -> ¢ -> Product a b
factorizer f g z = Pair (f z) (g z)

Duélnim pojmem k soucinu objektu je soucet (koprodukt) objektu. Piesnéji
pro objekty a; a as je objekt b spolu s Sipkami f1: a1 — ba fo:ay — b
souctem objektl a; a asg, jestlize pro kazdy objekt ¢ spolu s Sipkami ¢g;: a1 — ¢
a fo: ag — c existuje jedina Sipka h: b — ¢ takova, ze diagram

N
ag

ai h

N

komutuje. Sipky fi: a1 — b a fo: as — b nazyvame injekce. Pokud soucet
objektl a; a ag existuje, je az na izomorfizmus jediny a znacime jej a; + ao.
Injekce znacime i1: a3 — a1 + as a is: as — aj + as.

V kategorii mnozin je sou¢tem mnozin X a Y jejich disjunktni sjednoceni
spolu s pifslusnymi injekcemi. Presnéji X +Y = {(1,z) |z € X} U{(2,y) |y €
B}. Injekce definujeme, tak ze i1(z) = (1,2) aiz(y) = (2,y) proz € X ay €Y.

Definujeme:

c
b

data Either a b = Left a | Right b

Pro typy typel a type2 je typ (Either typel type2) spolu s injekcemi:

Left :: typel -> Either typel type2
Right :: type2 -> Either typel type2

soucet typti typel a type2. Sipka h z definice souétu objekti:
factorizer’ :: (a -> ¢) -> (b -> ¢) -> Either’ a b -> ¢
factorizer’ i j (Left’ a) = 1i a
factorizer’ i j (Right’ b) = j b
Soucet typu s termindlnim typem:
data Maybe a = Just a | Nothing
Pouziti:
maybeHead :: List a -> Maybe a
maybeHead (Cons x xs) = Just x

maybeHead Nil = Nothing

Pouzité zdroje:
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