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1 Rozš́ı̌reńı omezeného modelu Haskellu

Mı́rně rozš́ı̌ŕıme omezený model Haskellu z předchoźı přednášky.
Model rekurzivńıch datových struktur muśıme definovat speciálně. Např́ıklad

model pro seznamy:

data List a = Nil | Cons a (List a)

definujeme:

||List type || =
∞⋃
i=0

Li

kde

L0 = {Nil},
Li = {(Cons, x, l) | x ∈ ||type || a l ∈ Li−1}, pro i > 0.

Např́ıklad:

||List Boolean|| = {Nil, (Cons, True, Nil), (Cons, False, Nil), (Cons, True, (Cons, True, Nil)) . . .}

Rekurzivńı jména budeme modelovat zvlášt’. Např́ıklad folder:

foldr :: (a -> b -> b) -> b -> List a -> b

foldr f z Nil = z

foldr f z (Cons x xs) = f x (foldr f z xs)

Vezměme uzavřené monotypy σ a τ . Pak

||folder(σ→τ→τ)→τ→List σ→τ || = F l = {(f, F lf ) | f ∈ ||σ||||τ ||
||τ||
},

kde

F lf = {(x, F lfx) | x ∈ ||τ ||},
F lfx = {(Nil, x)} ∪ {((Cons, a, b), f(a)(F lfx(b))) | a ∈ ||σ|| a b ∈ ||List σ||}

Např́ıklad pro:

1



sum :: List Integer -> Integer

sum = foldr (+) 0

je ||sum|| = {(Nil, 0)} ∪ {((List, a, b), a+ F l+0(b))}

2 Funktory

Funktor F : C → D z kategorie C do kategorie D je operace, která každému
objektu a z kategorie C přǐrad́ı objekt F (a) z kategorie D a každé šipce f z
kategorie C přǐrad́ı šipku F (f) z kategorie D, tak že

1. pro f : a→ b z C je F (f) : F (a)→ F (b),

2. pro objekt a z C je F (1a) = 1F (a),

3. pro a
f−→ b

g−→ c z C je F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

C b

a c

gf

g◦f

F (b) D

F (a) c

F (g)F (f)

F (g◦f)

Funktory lze přirozeně skládat. Přesněji, pokud F : C → D a G : D → E
jsou funktory, pak G◦F : C → E je funktor, který objektu a kategorie C přǐrad́ı
objekt G(F (a)) kategorie E a šipce f : a→ b kategorie C přǐrad́ı šipku G(F (f))
kategorie E. Na každé kategorii máme jednotkový funktor 1C : C → C, který
objekty i šipky zobrazuje na je samé. Tedy máme kategorii, kde objekty jsou
kategorie a funktory šipky mezi nimi.

Např́ıklad pokud vykládáme předuspořádané množiny (X,R) a (Y, S) jako
kategorie, pak každé zobrazeńı F : X → Y zachovávaj́ıćı předuspořádáńı můžeme
chápat jako funktor z X do Y . Objektu x ∈ X přǐrad́ıme objekt F (x) a šipce
(x, y) ∈ R funktor přǐrad́ı šipku (F (x), F (y)) ∈ S. Zobrazeńı F zachovává
předuspořádáńı, jestliže pro každé (x, y) ∈ X plat́ı, že

pokud (x, y) ∈ R, pak (F (x), F (y)) ∈ S.

Pro množinu atomických typ̊u B a zobrazeńı přǐrazuj́ıćı atomickému typu b
množinu ||b|| máme funktor z Lam(B) do Set, který typu τ přǐrad́ı množinu
||τ || a šipce M : σ → τ přǐrad́ı zobrazeńı ||M || : ||σ|| → ||τ ||.

Podobně pro program P máme funktor z Hask(P ) do Set, který uzavřenému
monotypu type přǐrad́ı množinu ||type || a výrazu Haskellu expr ::type1 ->

type2 funkci ||expr || : ||type1 || → ||type2 ||.
Pokud atomickým typ̊um B přǐrad́ıme uzavřené monotypy, obdrž́ıme funktor

z kategorie Lam(B) do Hask(P ), kde lambda výrazu M : σ → τ přǐrad́ıme
odpov́ıdaj́ıćı uzavřený výraz v Haskellu odpov́ıdaj́ıćıho typu. Např́ıklad pokud
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B = {0} a typu 0 přǐrad́ıme typ Integer, pak λx.x : 0→ 0 zobraźıme na výraz
\ x -> x :: Integer -> Integer.

Funktor z kategorie do sebe samé se nazývá endofunktor. Např́ıklad na ka-
tegorii množin máme endofunktor F , který množině přǐrad́ı potenčńı množinu,
tedy F (X) = P(X) a zobrazeńı f : X → Y zobrazeńı F (f) : P(X) → P(Y )
danou F (f)(A) = {f(x) | x ∈ A} ⊆ Y pro A ⊆ X. Daľśı endofunktor F na
kategorii množin je dán tak, že množině X přǐrad́ı druhou kartézskou mocninu
F (X) = X×X a zobrazeńı f : X → Y přǐrad́ı zobrazeńı F (f) = f×f : X×X →
Y × Y , které je dáno f × f(x1, x2) = (f(x1), f(x2)).

Definujme tř́ıdu:

class Functor f where

fmap :: (a -> b) -> f a -> f b

Každý unárńı typový konstruktor C (např́ıklad Maybe) zobrazuje uzavřený
monotyp τ na C τ . Např́ıklad Integer zobraźıme na Maybe Integer. Pro defi-
nováńı endofunktoru kategorie Hask(P ) stač́ı doplnit definici fmap určuj́ıćı, jak
šipce f : τ1 → τ2 přǐradit šipku Cτ1 → Cτ2. Např́ıklad:

instance Functor Maybe where

fmap :: (a -> b) -> Maybe a -> Maybe b

fmap Nothing = Nothing

fmap f (Just x) = Just (f x)

nebo:

instance Functor List where

fmap :: (a -> b) -> List a -> List b

fmap Nil = Nil

fmap f (Cons x xs) = Cons (f x) (fmap f xs)

Podle typu argument̊u se vybere vhodná definice jména fmap. Např́ıklad:

>>> fmap succ (Just 1)

Just 2

>>> fmap succ Nothing

Nothing

>>> fmap succ (Cons 1 (Cons 2 Nil))

Cons 2 (Cons 3 Nil)

nebo dokonce:

>>> fmap (fmap succ) (Cons (Just 1) Nil)

Cons (Just 2) Nil

Můžeme napsat funkci, která vždy vybere vhodný funktor:
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fSucc :: Functor f => f Integer -> f Integer

fSucc = fmap succ

např́ıklad:

>>> fSucc (Just 1)

Just 2

3 Přirozené transformace

Pro dva funktory F,G : C → D je přirozená transformace ϑ : F → G funktoru
F do funktoru G systém šipek přǐrazuj́ıćı každému objektu a kategorie C šipku

ϑa : F (a)→ G(a)

kategorie D, pokud pro každou šipku f : a→ b z kategorie C následuj́ıćı diagram
komutuje v kategorii B.

F (a) G(a)

F (b) G(b)

ϑa

F (f) G(f)

ϑb

Pro objekt a kategorie C se šipka ϑa : F (a) → G(a) nazývá komponenta a
přirozené transformace ϑ.

Např́ıklad pro funktory 1Set, F : Set → Set, kde F je funktor kartézské
druhé mocniny definovaný výše, máme přirozenou transformaci ϑ : 1Set → F s
komponentami

ϑX : 1Set(X)→ F (X) = X → X ×X

určenými ϑX(x) = (x, x) pro x ∈ X. Pro ověřeńı muśıme dokázat, že pro funkci
f : X → Y diagram

X X ×X

Y Y × Y

ϑX

f f×f

ϑY

komutuje. To je pravda, protože f × f(ϑX(x)) = f × f(x× x) = (f(x), f(x)) =
ϑY (f(x)) pro každé x ∈ X.

V kategorii Haskellu odpov́ıdá přirozená transformace z C1 do C2 poly-
morfńım funkćım typu C1 a -> C2 a. Např́ıklad:

4



safeHead :: List a -> Maybe a

safeHead (Cons x xs) = Just x

safeHead Nil = Nothing

je přirozená transformace z List do Maybe. Muśıme dokázat komutativitu dia-
gramu:

List σ Maybe σ

List τ Maybe τ

safeHead :: List σ -> Maybe σ

fmap f :: List σ -> List τ fmap f :: Maybe σ -> Maybe τ

safeHead :: List τ -> Maybe τ

Dokážeme si to rozborem př́ıpad̊u. Pro Nil máme:

safeHead (fmap f Nil) = safeHead Nil = Nothing

a

fmap f (safeHead Nil) = fmap f Nothing = Nothing

Pro Cons a b máme:

safeHead (fmap f (Cons a b)) = safeHead (Cons (f a) (map f b))
= Just (f a)

a

fmap f (safeHead (Cons a b)) = fmap f (Just a) = Just (f a)

Tedy pro libovolné x :: List σ plat́ı:

safeHead (fmap f x) = fmap f (safeHead x)

Dostáváme:

\ x -> safeHead (fmap f x) = \ x -> fmap f (safeHead x)

Tedy:

safeHead . (fmap f) = fmap f . safeHead
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Kategorie funktor̊u z kategorie C do kategorie D má za objekty funktory z
C do D a šipky z funktoru F do funktoru G jsou přirozené transformace z F do
G. Jednotka funktoru F je přirozená transformace 1F : F → F s komponentami

(1F )a = 1F (a) : F (a)→ F (a).

Složeńı přirozených transformaćı F
ϑ−→ G

φ−→ H je přirozená transformace s
komponentami

(φ ◦ ϑ)a = φx ◦ ϑa.

Přirozené transformace lze skládat s funktory následuj́ıćım zp̊usobem. Vezměme
přirozenou transformaci ϑ : F → G mezi funktory F,G : C → D. Složeńım funk-
toru H : D → E s přirozenou transformaćı ϑ obdrž́ıme přirozenou transformaci
Hϑ : H ◦ F → H ◦G s komponentami

(Hϑ)a = H(ϑa) : H(F (a))→ H(G(a)),

kde a je objekt kategorie C. Složeńım přirozené transformace ϑ s funktorem K :
B → C obdrž́ıme přirozenou transformaci ϑK : F ◦K → G◦K s komponentami

(ϑK)a = ϑK(a) : F (K(a))→ G(K(a)),

kde a je objekt kategorie B.

4 Monády

Monáda v kategorii C je endofunktor T : C → C, pro který jsou dány dvě
přirozené transformace η : 1C → T a µ : T ◦ T → T , pro které následuj́ıćı dva
diagramy komutuj́ı.

T ◦ T ◦ T T ◦ T

T ◦ T T

Tµ

µT µ

µ

T T ◦ T T

T

ηT

1T
µ

Tη

1T

Např́ıklad v kategorii množin máme monádu danou endofunktorem potenčńı
množiny T : Set → Set (je definován výše), kde přirozená transformace η :
1Set → T má komponenty zobrazeńı

ηX : X → P(X)

definované ηX(x) = {x} pro x ∈ X a přirozená transformace µ : T ◦ T → T má
komponenty zobrazeńı

µX : P(P(X))→ P(X)
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definované µX(α) =
⋃
α pro α ∈ P(P(X)). Dokážeme µ ◦ (µT ) = µ ◦ (Tµ). Pro

množinu X chceme dokázat rovnost

(µ ◦ (µT ))X = (µ ◦ (Tµ))X : P(P(P(X)))→ X.

Pro α ∈ P(P(P(X))) máme

(µ ◦ (µT ))X(α) = (µX ◦ (µT )X)(α) = µX((µT )X(α)) = µX(µT (X)(α))

= µX(µP(X)(α)) = µX

(⋃
α
)

=
⋃(⋃

α
)

a

(µ ◦ (Tµ))X(α) = (µX ◦ (Tµ)X)(α) = µX((Tµ)X(α)) = µX(T (µX)(α))

= µX

({⋃
β | β ∈ α

})
=
⋃{⋃

β | β ∈ α
}

=
⋃(⋃

α
)
.

Ukázali jsme, že prvńı diagram komutuje. Dokažme µ ◦ (ηT ) = 1T : T → T . Pro
množinu X chceme ukázat, že plat́ı

(µ ◦ (ηT ))X = (1T )X = (µ ◦ (Tη))X : P(X)→ P(X).

Vezměme α ∈ P(X). Dostáváme

(µ ◦ (ηT ))X(α) = (µX ◦ (ηT )X)(α) = µX((ηT )X(α)) = µX(ηT (X)(α))

= µX({α}) =
⋃
{α} = α

a

(1T )X(α) = 1T (X)(α) = α

a

(µ ◦ (Tη))X(α) = (µX ◦ (Tη)X)(α) = µX((Tη)X(α)) = µX(T (ηX)(α))

= µX({ηX(x) | x ∈ α}) = µX({{x} | x ∈ α}) =
⋃
{{x} | x ∈ α}

= α.

Ukázali jsme, že druhý diagram komutuje.
Definujme v Haskellu tř́ıdu:

class Functor m => Monad m where

join :: m (m a) -> m a

return :: a -> m a

Monádu v Haskellu definujeme jako instanci tř́ıdy Monad, kde přirozené trans-
formace join a return splňuj́ı podmı́nky monády:
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join . fmap join = join . join

join . fmap return = id

join . return = id

Např́ıklad:

instance Monad Maybe where

return :: a -> Maybe a

return = Just

join :: Maybe (Maybe a) -> Maybe a

join (Just x) = x

join Nothing = Nothing

Chceme dokázat:

join . fmap join = join . join

kde oba výrazy jsou typu Maybe (Maybe (Maybe τ)) -> (Maybe τ) pro nějaký
uzavřený monotyp τ . Vezměme proměnou x typu Maybe (Maybe (Maybe τ)).
Dostáváme:

(join . fmap join) x = join (fmap join x)

a

(join . join) x = join (join x)

Rozborem př́ıpad̊u pro typ Maybe dostáváme:

join (fmap join Nothing) = join Nothing = Nothing

a

join (join Nothing) = join Nothing = Nothing

a pro y je typu (Maybe (Maybe τ) dostáváme:

join (fmap join (Just y)) = join (Just (join y)) = join y

a

join (join (Just y)) = join y

T́ım jsme dokázali požadovanou rovnost.
Chceme dokázat:
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join . fmap return = id :: Maybe τ -> Maybe τ

Vezměme x :: Maybe τ . Dostáváme:

(join . fmap return) x = join (fmap return x)

= join (fmap Just x)

a id x = x. Rozebereme př́ıpady. Pro Nothing máme:

join (fmap Just Nothing) = join Nothing = Nothing

Pro Just y, kde y :: τ máme:

join (fmap Just (Just y)) = join (Just (Just y)) = Just y

Dokážeme zbývaj́ıćı rovnost:

join . return = id

Pro x typu Maybe τ dostáváme:

(join . return) x = join (return x) = join (Just x) = x = id x.

Pro snadněǰśı použit́ı monády v programováńı definujeme funkci (někdy
nazývanou bind):

(>>=) :: Monad m => m a1 -> (a1 -> m a2) -> m a2

ma >>= f = join (fmap f ma)

Ukázka použit́ı:

safeSecondDouble :: List Integer -> Maybe Integer

safeSecondDouble l = safeTail l >>=

(\ result -> safeHead result >>=

(\ result -> return (result * 2)))

máme:

>>> safeSecondDouble (Cons 1 (Cons 2 Nil))

Just 4

>>> safeSecondDouble (Cons 1 Nil)

Nothing

>>> safeSecondDouble Nil

Nothing
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