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1 Rozsiteni omezeného modelu Haskellu

Mirné rozsitime omezeny model Haskellu z pfedchozi prednasky.
Model rekurzivnich datovych struktur musime definovat specidlné. Naptiklad
model pro seznamy:

data List a = Nil | Cons a (List a)

definujeme:
IList type|| = D L;
i=0
kde
Lo = {Ni1},
L; = {(Cons,z,l) | x € ||type|| al € L;_1}, pro i > 0.
Napriiklad:

||[List Boolean|| = {Nil, (Cons, True,Nil), (Cons,False,Nil), (Cons, True, (Cons, True,Nil))...}

Rekurzivni jména budeme modelovat zv1ast. Napiiklad folder:

foldr :: (a ->b ->b) -> b -> List a -> b
foldr £ z Nil = z
foldr f z (Cons x x8) = f x (foldr f z xs)

Vezméme uzaviené monotypy o a 7. Pak
o—T—T)—>T—List =T il
[folder 77Tt oo = B = {(f,F}) | f € [o]|TTTY,
kde
Fp = {(z, Ff,) | @ € [|7]]},
Fj, = {(Nil,2)} U {((Cons, a,b), f(a)(F},(b))) | a € [lo|l a b € [|List o[}

Naptiklad pro:



sum :: List Integer -> Integer
sum = foldr (+) O

je [[sum|| = {(Ni1,0)} U {((List,a,b),a + Fio(b))}

2 Funktory

Funktor F: C — D z kategorie C' do kategorie D je operace, ktera kazdému
objektu a z kategorie C' pfifad{ objekt F(a) z kategorie D a kazdé Sipce f z
kategorie C' prifadi Sipku F'(f) z kategorie D, tak ze

1. pro fra—bzCje F(f): F(a) — F(b),
2. pro objekt a z C je F(1,) = 1p(a),

3. proagbgczC’jeF(gof):F(g)oF(f).

C b F(b) D
a gof ¢ F(a’) c

F(gof)

Funktory lze pfirozené skladat. Presnéji, pokud F': C - Da G: D - E
jsou funktory, pak Go F': C — FE je funktor, ktery objektu a kategorie C' prifadi
objekt G(F(a)) kategorie E a sipce f: a — b kategorie C priradi sipku G(F(f))
kategorie E. Na kazdé kategorii méme jednotkovy funktor 1¢: C — C, ktery
objekty i sipky zobrazuje na je samé. Tedy méme kategorii, kde objekty jsou
kategorie a funktory Sipky mezi nimi.

Naptiklad pokud vykldddme predusporddané mnoziny (X, R) a (Y,S) jako
kategorie, pak kazdé zobrazeni F': X — Y zachovéavajici predusporadani muzeme
chapat jako funktor z X do Y. Objektu « € X priradime objekt F'(z) a Sipce
(z,y) € R funktor prifadi sipku (F(z),F(y)) € S. Zobrazeni F zachovava
preduspoiddéni, jestlize pro kazdé (x,y) € X plati, ze

pokud (z,y) € R, pak (F(x), F(y)) € S.

Pro mnozinu atomickych typu B a zobrazeni pfirazujici atomickému typu b
mnozinu ||b|] mdme funktor z Lam(B) do Set, ktery typu 7 prifadi mnozinu
[|7|| a sipce M : o — 7 prifadi zobrazeni ||M||: ||o|| = ||7]-

Podobné pro program P méme funktor z Hask(P) do Set, ktery uzavienému
monotypu type piifadi mnozinu ||type|| a vyrazu Haskellu expr::typel ->
type2 funkci ||expr||: ||typel|| — ||type2]|.

Pokud atomickym typum B prifadime uzaviené monotypy, obdrzime funktor
z kategorie Lam(B) do Hask(P), kde lambda vyrazu M : ¢ — 7 prifadime
odpovidajici uzavieny vyraz v Haskellu odpovidajicitho typu. Napiiklad pokud



B = {0} a typu 0 piitadime typ Integer, pak Az.x: 0 — 0 zobrazime na vyraz
\ x -> x :: Integer -> Integer.

Funktor z kategorie do sebe samé se nazyva endofunktor. Naptiklad na ka-
tegorii mnozin mame endofunktor F', ktery mnoziné pfitadi potenc¢ni mnozinu,
tedy F(X) = P(X) a zobrazeni f: X — Y zobrazeni F(f): P(X) — P(Y)
danou F(f)(A) = {f(z) | x € A} CY pro A C X. Dalsi endofunktor F na
kategorii mnozin je dan tak, ze mnoziné X prifadi druhou kartézskou mocninu
F(X)= X xX azobrazeni f: X — Y prifadi zobrazen{ F(f) = fx f: XxX —
Y x Y, které je déno f x f(x1,22) = (f(z1), f(x2)).

Definujme tiidu:

class Functor f where
fmap :: (a ->b) >fa->fb

Kazdy undrnf typovy konstruktor C' (napfiiklad Maybe) zobrazuje uzavieny
monotyp 7 na C 7. Napiiklad Integer zobrazime na Maybe Integer. Pro defi-
novan{ endofunktoru kategorie Hask(P) sta¢i doplnit definici fmap urcujici, jak
Sipce f: 13 — 7o piitadit Sipku C'1; — Cmy. Napiiklad:

instance Functor Maybe where
fmap :: (a -> b) -> Maybe a -> Maybe b
fmap _ Nothing = Nothing
fmap £ (Just x) = Just (f x)

nebo:

instance Functor List where
fmap :: (a -> b) -> List a -> List b
fmap _ Nil = Nil
fmap f (Cons x xs) = Cons (f x) (fmap f xs)

Podle typu argumentu se vybere vhodnd definice jména fmap. Napiiklad:

>>> fmap succ (Just 1)

Just 2

>>> fmap succ Nothing

Nothing

>>> fmap succ (Cons 1 (Coms 2 Nil))
Cons 2 (Cons 3 Nil)

nebo dokonce:

>>> fmap (fmap succ) (Cons (Just 1) Nil)
Cons (Just 2) Nil

Muzeme napsat funkci, kterd vzdy vybere vhodny funktor:



fSucc :: Functor f => f Integer -> f Integer
fSucc = fmap succ

napiiklad:

>>> fSucc (Just 1)
Just 2

3 Prirozené transformace

Pro dva funktory F,G: C — D je prirozend transformace ¥: F — G funktoru
F' do funktoru G systém sipek pritazujici kazdému objektu a kategorie C' Sipku

9q: F(a) = G(a)

kategorie D, pokud pro kazdou Sipku f: a — b z kategorie C nésledujici diagram
komutuje v kategorii B.

F(a) —2— G(a)
F(f) G(f)

PXb)AAAETA» G(b)
Pro objekt a kategorie C' se Sipka ¥, : F'(a) — G(a) nazyvd komponenta a
prirozené transformace ¥.
Napriklad pro funktory lget, F': Set — Set, kde F' je funktor kartézské
druhé mocniny definovany vyse, mame prirozenou transformaci ¥: lget — F' s
komponentami

Ox:lset(X) > F(X)=X - X x X

urcenymi ¥ x (z) = (x,x) pro x € X. Pro ovéfeni musime dokézat, ze pro funkci
f: X =Y diagram

X % L xXxX

Y —— Y xY
Iy

komutuje. To je pravda, protoze f x f(¥x(z)) = f x f(z x z) = (f(x), f(z)) =
Jy (f(x)) pro kazdé = € X.

V kategorii Haskellu odpovida prirozena transformace z C7 do Cs poly-
morfnim funkcim typu C; a -> Cy a. Napiiklad:



safeHead :: List a -> Maybe a
safeHead (Cons x xs) = Just x
safeHead Nil = Nothing

je prirozena transformace z List do Maybe. Musime dokézat komutativitu dia-
gramu:

A safeHead :: List o -> Maybe o
List o Maybe o
fmap f :: List o -> List 7 fmap f :: Maybe o -> Maybe T
List 7 safeHead :: List 7 -> Maybe T Maybe T

Dokéazeme si to rozborem piipadu. Pro Nil méme:
safeHead (fmap f Nil) = safeHead Nil = Nothing
a
fmap f (safeHead Nil) = fmap f Nothing = Nothing
Pro Cons a b méame:

safeHead (fmap f (Cons a b)) = safeHead (Cons (f a) (map f b))
= Just (f a)

a

fmap f (safeHead (Cons a b)) fmap f (Just a) = Just (f a)
Tedy pro libovolné x :: List o plati:

safeHead (fmap f x) = fmap f (safeHead z)

Dostavame:

\ x -> safeHead (fmap f x) = \ x -> fmap f (safeHead x)

Tedy:

safeHead . (fmap f) = fmap f . safeHead



Kategorie funktoru z kategorie C' do kategorie D ma za objekty funktory z
C do D a gipky z funktoru F' do funktoru G jsou prirozené transformace z F' do
G. Jednotka funktoru F' je pfirozend transformace 1z: F — F s komponentami

<1F)a = 1F(a): F(a) — F(a)

C , ) 9 - .
Slozeni pfirozenych transformaci F© = G % H je pfirozend transformace s
komponentami

((boﬁ)a = ¢m 0.

Ptirozené transformace lze skldadat s funktory nasledujicim zpusobem. Vezméme
prirozenou transformaci ¥: F' — G mezi funktory F,G: C — D. Slozenim funk-
toru H: D — FE s prirozenou transformaci ¥ obdrzime pfirozenou transformaci
HY: Ho F — H oG s komponentami

(HO)a = H(Va) : H(F(a)) = H(G(a)),

kde a je objekt kategorie C'. Slozenim piirozené transformace 9 s funktorem K :
B — C obdrzime pfirozenou transformaci 9K : Fo K — G o K s komponentami

(VK)o = Vg (a): F(K(a)) = G(K(a)),

kde a je objekt kategorie B.

4 Monady

Mondda v kategorii C' je endofunktor T': C — C, pro ktery jsou dany dvé
prirozené transformace n: 1¢ — T a p: T oT — T, pro které nasledujici dva
diagramy komutuji.

ToTolT —™ s7or T " Jpor ™

MT‘/ ‘/IJ« ‘/P«
1 T 1 T
T

TolT ————— T

Naptiklad v kategorii mnozin mame monadu danou endofunktorem potenéni
mnoziny T : Set — Set (je definovén vyse), kde pfirozend transformace 7 :
1set — T ma komponenty zobrazeni

nx: X — P(X)

definované nx (x) = {x} pro x € X a pfirozend transformace p: T oT — T mé
komponenty zobrazeni

px: P(P(X)) = P(X)



definované px (o) = [Ja pro a € P(P(X)). Dokdzeme po (uT) = o (Tw). Pro

mnozinu X chceme dokazat rovnost
(o (uT))x = (o (Tn)x: P(P(P(X))) — X.
Pro a € P(P(P(X))) mame

(o (pT))x (@) = (ux o (WT)x)(@) = px (0T x (@) = px (prx) (@)

= px (ppx) (@) = px (U Oé) = U (U Oé)

(1o (T))x (@) = (ux © (Tu)x)(@) = px (T)x (@) = px (T(ux) (@)
—ux ({Usl18eal) =U{UBIB e}
~UUe).

Ukézali jsme, ze prvnf diagram komutuje. Dokazme po (nT) = 17: T — T. Pro
mnozinu X chceme ukazat, ze plati

(o (nT))x = (Ir)x = (po (Tn))x: P(X) = P(X).
Vezméme a € P(X). Dostavame

(o (T))x () = (px o (NT)x)(@) = px ((7T) x (@) = px (Nr(x) (@)
= px(fa}) = Jla} =a

(Ir)x (@) = 1rx)(a) = «

a

(o (Tn)x(a) = (ux o (Tn)x)(@) = px((Tn)x(a)) = px (T(nx)(e))
= px({nx(@) |z € a}) = px({{z} |z € a}) = | J{{z} | 2 € a}

= Q.

Ukéazali jsme, ze druhy diagram komutuje.
Definujme v Haskellu tiidu:

class Functor m => Monad m where
join ::m (m a) ->m a
return :: a -> m a

Monddu v Haskellu definujeme jako instanci tf¥idy Monad, kde pfirozené trans-
formace join a return spliiuji podminky monady:



join . fmap join = join . join

join . fmap return = id
join . return = id
Napiiklad:

instance Monad Maybe where
return :: a —-> Maybe a
return = Just

join :: Maybe (Maybe a) -> Maybe a
join (Just x) = x
join Nothing = Nothing

Chceme dokazat:
join . fmap join = join . join
kde oba vyrazy jsou typu Maybe (Maybe (Maybe 7)) -> (Maybe 7) pro néjaky

uzavieny monotyp 7. Vezméme proménou x typu Maybe (Maybe (Maybe 7)).
Dostavame:

(join . fmap join) z = join (fmap join z)
a
(join . join) z = join (join z)

Rozborem piipadu pro typ Maybe dostavame:

join (fmap join Nothing) = join Nothing = Nothing

a

join (join Nothing) = join Nothing = Nothing

a pro y je typu (Maybe (Maybe 7) dostavame:

join (fmap join (Just y)) = join (Just (join y)) = join y
a

join (join (Just y)) = join y

Tim jsme dokézali pozadovanou rovnost.
Chceme dokazat:



join . fmap return = id :: Maybe 7 -> Maybe 7T
Vezméme z :: Maybe 7. Dostavame:

(join . fmap return) x = join (fmap return z)

= join (fmap Just x)
a id x = x. Rozebereme piipady. Pro Nothing mame:
join (fmap Just Nothing) = join Nothing = Nothing
Pro Just y, kde y :: 7 mame:
join (fmap Just (Just y)) = join (Just (Just y)) = Just y
Dokazeme zbyvajici rovnost:
join . return=id
Pro x typu Maybe 7 dostavame:
(join . return) z = join (return z) = join (Just z) =z = id z.

Pro snadngjsi pouziti monddy v programovani definujeme funkci (nékdy
nazyvanou bind):

(>>=) :: Monad m => m al -> (al -> m a2) -> m a2
ma >>= f = join (fmap f ma)

Ukéazka pouziti:
safeSecondDouble :: List Integer -> Maybe Integer
safeSecondDouble 1 = safeTail 1 >>=

(\ result -> safeHead result >>=
(\ result -> return (result * 2)))

mame:

>>> safeSecondDouble (Cons 1 (Cons 2 Nil))
Just 4

>>> safeSecondDouble (Cons 1 Nil)
Nothing

>>> safeSecondDouble Nil
Nothing



