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1 Obecný rámec

Množina nepravých výraz̊u T je nejmenš́ı množina, která splňuje následuj́ıćı
podmı́nky.

1. T obsahuje spočetné množstv́ı proměnných v1, v2, . . . ;

2. T obsahuje konstanty ∗ a �;

3. jestliže A,B ∈ T , pak (AB) ∈ T ;

4. jestliže x je proměnná a A,B ∈ T , pak (λx : A.B) ∈ T ;

5. jestliže x je proměnná a A,B ∈ T , pak (Πx : A.B) ∈ T .

Nepravé výrazy vzniklé pátým bodem se nazývaj́ı součiny. Přij́ımáme zaběhlé
konvence o vynecháváńı závorek z čistého lambda kalkulu. Budeme použ́ıvat
A,B,C, α, β, γ, a, b, c, . . . pro označováńı nepravých výraz̊u a x, y, z, . . . pro označováńı
proměnných.

Stále použ́ıváme osnovu redukce

β = {((λx : A.B)C,B[x := C]) | A,B,C ∈ T a x je proměnná}.

Výroky maj́ı tvar A : B, kde A,B ∈ T . Nepravý výraz A se nazývá subjekt a B
predikát výroku A : B. Deklarace maj́ı tvar x : A, kde x je proměnná a A ∈ T .
Nepravý kontext je konečná posloupnost deklaraćı, jejichž subjekty jsou po dvou
r̊uzné. Pokud Γ = (x1 : A1 . . . , xn : An) je kontext a y : B deklarace, pak

Γ, y : B = (x1 : A1 . . . , xn : An, y : B)

znač́ı přidáńı deklarace do kontextu. Prázdný kontext () většinou neṕı̌seme.
Fakt, že proměnná x neńı deklarovaná v nepravém kontextu Γ, zapisujeme x /∈ Γ.

Nı́že uvedená pravidla definuj́ı pojem

Γ ` A : B

tvrd́ıćı, že výrok A : B je odvozen z nepravého kontextu Γ; v takovém př́ıpadě
nazýváme A a B (pravými) výrazy a Γ (pravým) kontextem.

Konstanty ∗ a � nazýváme druhy. Necht’ S = {∗,�}. V ńıže uvedených
pravidlech s, s1 a s2 označuj́ı nějaké prvky S. Začneme základńımi pravidly.
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1. Axiom:

() ` ∗ : �

2. Startovaćı pravidlo:

Γ ` A : s

Γ, x : A ` x : A
x /∈ Γ

3. Oslabovaćı pravidlo:

Γ ` A : B Γ ` C : s

Γ, x : C ` A : B
x /∈ Γ

4. Pravidlo aplikace:

Γ ` F : (Πx : A.B) Γ ` a : A

Γ ` Fa : B[x := a]

5. Pravidlo abstrakce:

Γ, x : A ` b : B Γ ` (Πx : A.B) : s

Γ ` (λx : A.b) : (Πx : A.B)

6. Pravidlo záměny (konverze):

Γ ` A : B Γ ` B′ : s B =β B
′

Γ ` A : B′

Zvláštńı pravidlo (s1, s2):

Γ ` A : s1 Γ, x : A ` B : s2
Γ ` (Πx : A.B) : s2

Pokud Γ ` A : �, pak se A nazývá formou v kontextu Γ; pokud nav́ıc
Γ ` B : A, pak se B nazývá konstruktorem formy A v kontextu Γ. Pokud
Γ ` A : ∗, pak se A nazývá typem v kontextu Γ; pokud nav́ıc Γ ` B : A, pak
ř́ıkáme, že B je výraz typu A v kontextu Γ.

Definujeme:

A→ B ≡ Πx : A.B, kde proměnná x se nevyskytuje v A ani v B.

Zápisem Γ ` A : B : C mysĺıme konjunkci Γ ` A : B a Γ ` B : C.
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2 Systém λ→
Systém použ́ıvá základńı pravidla a zvláštńı pravidlo (∗, ∗). Můžeme odvodit:

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

A : ∗, x : A ` A : ∗
A : ∗ ` (Πx : A.A) : ∗

Tedy A : ∗ ` (A→ A) : ∗. Odvodili jsme, že pokud je A typ, pak A→ A je typ.
Dále odvod́ıme:

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

A : ∗, a : A ` a : A

...
A : ∗ ` (Πx : A.A) : ∗

A : ∗ ` (λa : A.a) : (Πx : A.A)

Odvodili jsme A : ∗ ` (λa : A.a) : (A→ A). Tedy pokud je A typ, pak (λa : A.a)
je abstrakce typu (A → A). Právě odvozenou abstrakci můžeme aplikovat na
vhodný argument:

...
A : ∗, b : A ` (Πx : A.A)

...
A : ∗, b : A ` b : A

A : ∗, b : A ` ((λa : A.a)b) : A

Tedy pokud je A typ a b proměnná typu A, pak (λa : A.a)b je výraz typu A.
Samozřejmě plat́ı:

(λa : A.a)b→β b

Dále lze např́ıklad odvodit:

A : ∗, B : ∗, c : A, b : B ` ((λa : A.b)c) : B;

A : ∗, B : ∗ ` (λa : Aλb : B.a) : (A→ (B → A)).

Systém λ→ odpov́ıdá jednoduše typovanému lambda kalkulu.

3 Agda

Budeme použ́ıvat programovaćı jazyk Agda1, který vycháźı z Haskellu. Pro práci
s jazykem použijeme rozš́ı̌reńı agda-mode2 pro Visual Studio Code.

Výraz Set0 zapisuje druh ∗ a výraz Set1 druh �. Pro vložeńı 0 stač́ı napsat
\_0, podobně pro 1. Programem mimo jiné definujeme kontext Γ. Definice:

1https://wiki.portal.chalmers.se/agda/pmwiki.php
2https://marketplace.visualstudio.com/items/?itemName=banacorn.agda-mode
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data A : : Set0 where

a1 : A1
...

an : An

přidá do kontextu deklarace A : ∗, a1 : A1, . . . , an : An. Např́ıklad:

data N : Set0 where

zero : N

succ : N → N

urč́ı kontext N : ∗, zero : N, succ : N → N . Symbol → vlož́ıme napsáńım \to.
Definice:

x : A
x = b

ověř́ı, že Γ ` b : A a přidá do kontextu deklaraci x : A. Déle se výraz b pojmenuje
x. .

Např́ıklad:

x1 : N

x1 = (succ zero)

ověř́ı N : ∗, zero : N, succ : N → N ` (succ zero) : N .
Kompilaćı (stiskem kombinace Ctrl+C Ctrl+L) výraz zkompilujeme. Kom-

binaćı kláves Ctrl+C Ctrl+N můžeme zadat výraz a systém spoč́ıtá jeho normálńı
formu. Např́ıklad můžeme ověřit, že x1 � (succ zero).

Abstrakci (λx : A.B) zaṕı̌seme výrazem (λ x → B). Výraz A se snaž́ı
Agda odvodit. Obecně může při odvozováńı A selhat, protože se jedná o neroz-
hodnutelný problém. Symbol λ vlož́ıme sekvenćı \lambda. Např́ıklad:

id : N → N

id = λ n → n

Jiná definice téhož:

id : N → N

id n = n

Jména stále můžeme definovat rozborem př́ıpad̊u. Např́ıklad:

+ : N → N → N

+ zero n = n

+ (succ m) n = succ (+ m n)
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Normálńı forma výrazu + (succ zero) (succ zero) je (succ (succ zero)).
Přidáńım deklarace:

{-# BUILTIN NATURAL N #-}

umožńıme vkládáńı č́ısel v deśıtkové soustavě. Např́ıklad + 1 1 je rovno výrazu
+ (succ zero) (succ zero).

Kombinátory S a K pro č́ısla:

K : N → N → N

K m n = m

S : (N → N → N) → (N → N) → N → N

S f g x = f x (g x)

Např́ıklad:

S + succ 3 � 7

3.1 Systém λ2

Systém λ2 použ́ıvá základńı pravidla a zvláštńı pravidla (∗, ∗) a (�, ∗). Můžeme
v něm odvodit:

` ∗ : �

...
α : ∗ ` (α→ α) : ∗

` (Πα : ∗.(α→ α)) : ∗
Vynechané části d̊ukazu již byly dokázány výše. Ukázali jsme, že ` (Πα : ∗.(α→
α)) je typ. Najdeme hodnotu zadaného typu:

...
α : ∗ ` (λa : α.a) : (α→ α)

...
` (Πα : ∗.(α→ α)) : ∗

` (λα : ∗λa : α.a) : (Πα : ∗.(α→ α)) : ∗
V Agdě typ Πx : A.B zaṕı̌seme výrazem ((x : A) → B). Předchoźı výraz
můžeme pojmenovat:

id : (α : Set0) → (α → α)
id = λ α a → a

Ṕısmeno α vlož́ıme sekvenćı \alpha.
Dále lze odvodit:

A : ∗ ` (λα : ∗λa : α.a)A : (A→ A);

A : ∗, b : A ` (λα : ∗λa : α.a)Ab : A.
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Samozřejmě plat́ı:

(λα : ∗λa : α.a)Ab→β (λa : A.a)b→β b.

Také lze odvodit ` (Πα : ∗.α) : ∗. Výraz si označ́ıme ⊥ ≡ (Πα : ∗.α). Neexistuje
výraz A tak, aby ` A : ⊥.

Definujeme kombinátory:

K ≡ λα : ∗λβ : ∗λx : αλy : β.x;

S ≡ λα : ∗λβ : ∗λγ : ∗λf : (α→ β → γ)λg : (α→ β)λz : α.fz(gz).

Plat́ı:

`K : (Πα : ∗Πβ : ∗.α→ β → α);

`S : (Πα : ∗Πβ : ∗Πγ : ∗.((α→ β → γ)→ (α→ β)→ α→ γ)).

Ověřeńı typ̊u kombinátor̊u v Agdě:

K : (α : Set0) → (β : Set0) → (α → β → α)
K α β a b = a

S : (α : Set0) → (β : Set0) → (γ : Set0) →
(α → β → γ) → (α → β) → α → γ

S α β γ f g z = f x (g z)

Např́ıklad výraz:

S N N N + succ 5

má normálńı formu 11.
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