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1 Obecny ramec

Mnozina nepravych vyrazi T je nejmensi mnozina, kterda spliuje nasledujici
podminky:.

1. T obsahuje spocetné mnozstvi proménnych vy, vs, .. .;

2. T obsahuje konstanty * a [J;

3. jestlize A, B € T, pak (AB) € T;

4. jestlize x je proménnd a A, B € T, pak (Axz: A.B) € T;

5. jestlize = je proménnd a A, B € T, pak (Ilz: A.B) € T.
Nepravé vyrazy vzniklé patym bodem se nazyvaji souciny. Pfijimame zabéhlé
konvence o vynechavani zavorek z ¢istého lambda kalkulu. Budeme pouzivat
A, B,C,a,3,7,a,b,c,...prooznacovani nepravych vyrazu a x,y, z, . . . pro oznacovani

proménnych.
Stéale pouzivame osnovu redukce

B={((Ax:A.B)C,Blz:=C])| A,B,C € T ax je proménna}.

Vyroky maji tvar A : B, kde A, B € T. Nepravy vyraz A se nazyva subjekt a B
predikdt vyroku A : B. Deklarace maji tvar = : A, kde x je proménnd a A € T.
Nepravy kontext je konecnd posloupnost deklaraci, jejichz subjekty jsou po dvou
ruzné. Pokud I' = (21 : A1 ...,2, 1 A,) je kontext a y : B deklarace, pak

Ty:B=(x1:41...,2,: Ap,y: B)

znaci pridani deklarace do kontextu. Prazdny kontext () vétsinou nepiSeme.
Fakt, ze proménnd x neni deklarovand v nepravém kontextu I', zapisujeme x ¢ T
Nize uvedena pravidla definuji pojem

'-A:B

tvrdici, Ze vyrok A : B je odvozen z nepravého kontextu I'; v takovém piipadé
nazyvéme A a B (pravgmi) vyrazy a T’ (pravym) kontextem.

Konstanty * a [ nazyvdme druhy. Nechf S = {*,0}. V niZze uvedenych
pravidlech s, s1 a so oznacuji néjaké prvky S. Zatneme zdkladnimi pravidly.



1. Axiom:

OF*:0O
2. Startovaci pravidlo:
''FA:s
- e T
z:AFz: A v

3. Oslabovaci pravidlo:

I'FA:B THC:s ¢ T
Nz:CHA:B o

4. Pravidlo aplikace:

'FF:(lz:AB) Tha:A
't Fa: Blz :=d]

5. Pravidlo abstrakce:

Fe:AFb:B TH(Ilz:AB):s
' (Ax:Ab): (Ilz: A.B)

6. Pravidlo zdmény (konverze):

'HA:B T'HFB':s B=B
'-A: B

Zvlastni pravidlo (s1, $2):

'FA:s; T,x:AFB:sy
Pk (Ilx: A.B) : s9

Pokud I' + A : O, pak se A nazyva formou v kontextu I'; pokud navic
I' - B : A, pak se B nazyva konstruktorem formy A v kontextu I'. Pokud
I' - A : «x, pak se A nazyva typem v kontextu I'; pokud navic I' - B : A, pak
tikame, ze B je vyraz typu A v kontextu I'.

Definujeme:

A — B =1z : A.B, kde proménna x se nevyskytuje v A ani v B.

Zépisem I' - A : B : C myslime konjunkciI'F A: Bal' - B:C.



2 Systém \—

Systém pouzivé zdkladni pravidla a zvlstni pravidlo (x,*). Muzeme odvodit:

s Fx:
Fx: O A:xF A% A:xEA:x
A:xbEA:x A:xz:AFA:x

A:xk (Ilx: AA) : %

Tedy A: +F (A — A) : x. Odvodili jsme, ze pokud je A typ, pak A — A je typ.
Déle odvodime:

Fx: O
A:xEA:x :
A:xa:AFa: A A:xk (Ilz: AA): *
A:xF(Aa:Aa): (Tz: AA)
Odvodili jsme A : - (Aa: A.a) : (A — A). Tedy pokud je A typ, pak (Aa : A.a)
je abstrakce typu (A — A). Préavé odvozenou abstrakci muzeme aplikovat na
vhodny argument:

A:xb: AF (Ilz: A.A) A:*,b:Al—b:A
A:xb: AF ((Aa: Aa)b): A

Tedy pokud je A typ a b proménnd typu A, pak (Aa : A.a)b je vyraz typu A.
Samoziejmé plati:

(Aa:Aa)b—pb
Dale 1ze naptiklad odvodit:

A:%,B:xc: Ab: BF ((Aa: Ab)c): B;
A:%,B:xk (Aa: ANb: B.a): (A — (B — A)).

Systém A — odpovidd jednoduse typovanému lambda kalkulu.

3 Agda

Budeme pouzivat programovaci jazyk Agdd'| ktery vychazi z Haskellu. Pro préaci
s jazykem pouzijeme rozsiteni agda-mode®| pro Visual Studio Code.

Vyraz Set, zapisuje druh * a vyraz Set; druh OJ. Pro vlozeni ( sta¢i napsat
\_0, podobné pro ;. Programem mimo jiné definujeme kontext I'. Definice:

Thttps://wiki.portal.chalmers.se/agda/pmwiki .php
’https://marketplace.visualstudio.com/items/?itemName=banacorn.agda-mode


https://wiki.portal.chalmers.se/agda/pmwiki.php
https://marketplace.visualstudio.com/items/?itemName=banacorn.agda-mode

data A : : Sety where
ay A1

an : A,
pridd do kontextu deklarace A : x,a; : A1,...,a, : A,. Napiiklad:

data N : Sety where
zero : N
succ : N — N

urci kontext N : *,zero : N,succ: N — N. Symbol — vlozime napsanim \to.
Definice:

x : A
x =5b
oveif, ze I' F b : A a pridd do kontextu deklaraci x : A. Déle se vyraz b pojmenuje
x. .
Napriklad:

x1 : N
x1 = (succ zero)

oveéf{ N : x,zero: N,succ: N — N I (succ zero): N.

Kompilaci (stiskem kombinace Ctrl+C Ctrl+L) vyraz zkompilujeme. Kom-
binaci kldves Ctr1+C Ctrl+N muZeme zadat vyraz a systém spocitd jeho normalni
formu. Napiiklad muzeme ovéfit, ze x1 — (succ zero).

Abstrakci (A\x : A.B) zapiSeme vyrazem (A x — B). Vyraz A se snazl
Agda odvodit. Obecné muze pii odvozovani A selhat, protoze se jedné o neroz-
hodnutelny problém. Symbol A vlozime sekvenci \lambda. Napiiklad:

id : N - N
id=An —>n

Jina definice téhoz:

id : N - N
idn =n

Jména stéle muzeme definovat rozborem piipadu. Napiiklad:
+:N— N—= N

+ zeron =n
+ (succ m) n = succ (+ m n)



Normalni forma vyrazu + (succ zero) (succ zero) je (succ (succ zero)).
Piidanim deklarace:

{-# BUILTIN NATURAL N #-}

umoznime vkladani ¢isel v desitkové soustavé. Naptiklad + 1 1 je rovno vyrazu
+ (succ zero) (succ zero).
Kombinatory S a K pro ¢isla:

K:N—-N—N
Kmn=m

S: (NW—-N-—=N) - (N—>N) —-N-—=N
Sfgx=1£fx (gx)

Napiiklad:

S + succ 3—~»7

3.1 Systém )2

Systém A2 pouziva zékladni pravidla a zvl4stni pravidla (x,*) a (O, %). Muzeme
v ném odvodit:

Fx: O a:xk(a—a):x
F(a: (o — «a)) : *

Vynechané ¢dsti dukazu jiz byly dokdzany vyse. Ukézali jsme, ze F (Il = *.(o —
«)) je typ. Najdeme hodnotu zadaného typu:

a:*}—()\a:o.z.a):(aﬁa) "(HO[:*.(.Oé—)O[))Z*
FAa:*da:aa): (Ma: *.(a— a)) =

V Agdeé typ Ilz : A.B zapiseme vyrazem ((x : A) — B). Predchozi vyraz
muzeme pojmenovat:

id : (a : Sety) — (a — «a)
id=)Aaa— a

Pismeno « vlozime sekvenci \alpha.
Déle 1ze odvodit:

A:xF (Aa:xda:a.a)Ad: (A— A);
A:xb: AF (Aa:*da: a.a)Ab: A.



Samoziejmé plati:

(A :#Aa: a.a)Ab =g (Aa: A.a)b —pb.
Také lze odvodit F (Il : *.x) : *. Vyraz si oznaéime | = (I« : *.«r). Neexistuje
vyraz A tak, aby F A: L.

Definujeme kombinétory:

K= Xa:*xA8: x\z: aly : B.z;
S=da:#AB 1k y  xA (= B = y)Ag: (a— Bz a.fz(g2).

Plati:

FK: (Ha: +0[08 : x.a — 8 — a);
FS: (Ma: I8 : «Ily: x.((a = B = v) = (a = B) = a—7)).

Ovéfteni typu kombinatora v Agdeé:

K : (a : Setg) — (B8 : Setg) — (o — B — )
Ka fab=a

S : (a : Setg) — (8 : Setg) — (v : Sety) —
(a= 8= = (a—= 5 = a7y

Sapfyfgz=1fzx (g2

Napiiklad vyraz:

S NNN + succ 5

ma normalni formu 11.
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