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1 Dvoj́ı interpretace typ̊u

Popǐsme výrazy typu A nějaké objekty. Pak A můžeme vykládat jako množinu,
kde objekt nálež́ı do množiny, právě když existuje výraz typu A, který jej po-
pisuje. Např́ıklad uvažujme v systému λ→ kontext

N : ∗, z : N, s : N → N.

V zadaném kontextu z popisuje nulu, sA, kde A : N , popisuje následńıka A.
Tedy s(sz) popisuje č́ıslo dva. Typ N můžeme vykládat jako množinu všech
přirozených č́ısel s nulou.

Typy můžeme vykládat také jako výroky. Přesněji typy, které jsou proměnnými,
vykládáme jako atomické výroky. Typ (Πx : A.B) vykládáme jako výrok

”
pro

každé x splňuj́ıćı A plat́ı B“. Speciálně typ A→ B vylož́ıme jako výrok
”
jestliže

A, pak B“. Např́ıklad v systému λ→ můžeme vzhledem ke kontextu

A : ∗, B : ∗

vyložit typ A → (B → A) jako výrok
”
jestliže A, pak B implikuje A“. Pokud

existuje výraz A typu B, pak řekneme, že B je pravdivý výrok a A nazveme jeho
d̊ukazem. Např́ıklad ve stejném systému máme:

A : ∗, B : ∗ ` (λa : Aλb : B.a) : A→ B → A

Tedy výrok A → B → A je pravdivý a výraz λa : Aλb : B.a je jeho d̊ukazem.
Výrok A→ B vzhledem ke stejnému kontextu pravdivý neńı.

2 Ještě k systému λ2

Připomeňme, že výraz (Πα : ∗.α) jsme označili ⊥ a že neexistuje výraz A tak,
aby ` A : ⊥. Tedy ⊥ vykládáme jako nepravdu.

Lze odvodit:
` (λβ : ∗λa : ⊥.aβ) : (Πβ : ∗.⊥ → β).

Typ vylož́ıme jako pravdivý výrok ex falso sequitur quodlibet, tedy z neprav-
divého výroku plyne cokoliv. V Agdě:
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proof1 : (β : Set0) → ((α : Set0) -> α) → β
proof1 β a = a β

Dále lze odvodit:

α : ∗, β : ∗ ` (Πγ : ∗.(α→ β → γ)→ γ) : ∗
Konjunkci dvou výrok̊u můžeme definovat následovně.

α ∧ β ≡ Πγ : ∗.(α→ β → γ)→ γ

Např́ıklad plat́ı:

A : ∗, B : ∗, a : A, b : B ` (λγ : ∗λf : (A→ B → γ).fab) : A ∧B
Ověř́ıme v Agdě:

data A : Set0 where

a : A

data B : Set0 where

b : B

proof2 : (γ : Set0) → (A → B → γ) → γ
proof2 γ f = f a b

V kontextu A : ∗, B : ∗, a : A je konjunkce A ∧B nepravdivá.
Konjunkci můžeme použ́ıt k definici pár̊u. Např́ıklad pár č́ısel (3, 7) repre-

zentujeme výrazem:

pair1 : (γ : Set0) → (N → N → γ) → γ
pair1 γ f = f 3 7

Prvńı prvek páru č́ısel źıskáme funkćı:

first : ((γ : Set0) → (N → N → γ) → γ) → N

first pair = pair N (λ m n → m)

Např́ıklad výraz first pair1 má normálńı formu č́ıslo tři.
Podobně můžeme zavést disjunkci:

α ∨ β ≡ Πγ : ∗.(α→ γ)→ (β → γ)→ γ.

Např́ıklad plat́ı:

A : ∗, B : ∗, a : A ` (λγ : ∗λf : (A→ γ)λg : (B → γ).fa) : A ∨B
V kontextu A : ∗, B : ∗ je disjunkce A∨B nepravdivá. Typ α∨β odpov́ıdá součtu
typ̊u α a β. Např́ıklad levé vložeńı č́ısla tři do součtu typu N a N reprezentujeme
výrazem:
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inl3 : (γ : Set0) → (N → γ) → (N → γ) → γ
inl3 γ f g = f 3

3 Systém λω

Systém λω má všechna základńı pravidla a nav́ıc zvláštńı pravidla (∗, ∗) a (�,�).
Pomoćı jeho pravidel odvod́ıme:

` ∗ : �
` ∗ : � ` ∗ : �

x : ∗ ` ∗ : �
` (Πx : ∗.∗) : �

Tedy ` (∗ → ∗) : �, což znamenám že ∗ → ∗ je forma. Odvod́ıme jej́ı konstruk-
tor:

...
α : ∗ ` (α→ α) : ∗

...
` (∗ → ∗) : �

` (λα : ∗.α→ α) : (∗ → ∗)
V Agdě:

UnaryOp : Set0 → Set0
UnaryOp α = α → α

Jak následuj́ıćı př́ıklad ukazuje konstruktor λα : ∗.α→ α lze využ́ıt k vytvářeńı
typ̊u. Přesněji pokud jej aplikujeme na typ, dostaneme typ funkćı na zadaném
typu.

β : ∗ ` (λα : ∗.α→ α)β : ∗;
β : ∗, x : β ` (λy : β.x) : (λα : ∗.α→ α)β.

Použit́ı v Agdě:

f1 : UnaryOp N

f1 = succ

Můžeme vytvářet abstrakce, které očekávaj́ı konstruktory:

α : ∗, f : ∗ → ∗ ` f(fα) : ∗;
α : ∗ ` (λf : ∗ → ∗.f(fα)) : (∗ → ∗)→ ∗.

V Agdě:
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FFN : (Set0 → Set0) → Set0
FFN f = f (f N)

f2 : FFN UnaryOp

f2 f x = f (f x)

4 Systém λP

Systém λP použ́ıvá základńı pravidla a zvláštńı pravidla (∗, ∗) a (∗,�). Můžeme
v něm odvodit:

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

` ∗ : � ` ∗ : �
A : ∗ ` ∗ : �

` ∗ : �
A : ∗ ` A : ∗

A : ∗, x : A ` ∗ : �
A : ∗ ` (Πx : A.∗) : �

Tedy A : ∗ ` (A → ∗) : �, neboli A → ∗ je forma. Pokud A vykládáme jako
množinu, pak konstruktory formy A → ∗ můžeme vykládat jako predikáty na
A.

Plat́ı:

A : ∗, P : (A→ ∗), a : A ` Pa : ∗

Typ Pamůžeme vykládat jako výrok
”
objekt a vyhovuje predikátu P“. Např́ıklad

takto můžeme definovat v Agdě sudá č́ısla:

data IsEven : N → Set0 where

even-zero : IsEven zero

even-addTwo : (n : N) → IsEven n → IsEven (succ (succ n))

Důkaz, že dva je sudé č́ıslo:

proof1 : IsEven (succ (succ zero))

proof1 = even-addTwo zero even-zero

Výrok
”
č́ıslo jedna je sudé č́ıslo“ je nepravdivý, protože nelze naj́ı výraz typu

IsEven (succ zero).
Lze odvodit:

A : ∗, P : (A→ A→ ∗) ` (Πa : A.Paa) : ∗

Výraz P můžeme vykládat jako binárńı relaci na množině A. Odvozený typ
lze vykládat jako výrok tvrd́ıćı, že P je reflexivńı. Např́ıklad vezměme definici
relace menš́ı nebo rovno na č́ıslech:
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data ≤ : N → N → Set0 where

≤zero : (n : N) → ≤ zero n

≤succ : (m : N) → (n : N) → ≤ m n → ≤ (succ m) (succ n)

Symbol ≤ vlož́ıte napsáńım \le. Důkaz, že 1 ≤ 2:

proof2 : ≤ 1 2

proof2 = ≤succ 0 1 (≤zero 1)

Důkaz reflexivity ≤:

≤refl : (n : N) → ≤ n n

≤refl zero = ≤zero zero

≤refl (succ n) = ≤succ n n (≤refl n)

Dále lze odvodit:

A : ∗, P : A→ ∗, Q : A→ ∗ ` (Πa : A.(Pa→ Qa)) : ∗

Proměnné P a Q vykládáme jako podmnožiny množiny A. Typ vykládáme jako
výrok tvrd́ıćı, že P je podmnožinou Q.

Výrok tvrd́ıćı, že podmnožinovost je reflexivńı:

A : ∗, P : A→ ∗ ` (Πa : A.(Pa→ Pa)) : ∗

Důkaz jeho pravdivosti:

A : ∗, P : A→ ∗ ` (λa : Aλx : Pa.x) : (Πa : A.(Pa→ Pa)).

Pr̊uzkum systému uzavřeme d̊ukazem pravdivosti následuj́ıćıho výroku. Vezměme
neprázdnou množinu A, predikát P na A a výrok Q. Jestliže

1. pro každé a ∈ A splňuj́ıćı P je Q pravdivé

2. a každý prvek A splňuje P ,

pak Q je pravdivé. Přepis výroku do typu a nalezeńı d̊ukazu:

A : ∗, P : A→ ∗, Q : ∗, a0 : A `(λx : (Πa : A.Pa→ Q)λy : (Πa : A.Pa).xa0(ya0)) :

(Πa : A.Pa→ Q)→ (Πa : A.Pa)→ Q

5 Systém λω

Systém použ́ıvá základńı pravidla a zvláštńı pravidla (∗, ∗), (�, ∗) (�,�).
Definujeme negaci ¬ ≡ (λα : ∗.α→ ⊥). Plat́ı:

` ¬ : (∗ → ∗)
α : ∗ ` ¬α : ∗
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Agda použ́ıvá nekonečně mnoho druh̊u Set0, Set1, . . . Minule jsme řekli, že
Set0 odpov́ıdá druhu ∗ a Set1 druhu �. To je pravda jen pro prvńı seznámeńı.
Přesněji je jejich vztah složitěǰśı. V Agdě plat́ı, že Seti:Seti+1 pro každé i. Nav́ıc
plat́ı, že pokud A :Seti, pak A :Seti+1 pro každé i. Pravidlo uvedeńı výrazu
součinu má v Agdě tvar:

Γ ` A : Seti Γ, x : A ` B : Seti
Γ ` (x : A→ B) : Seti

Definice negace v Agdě:

⊥ : Set1
⊥ = (α : Set0) → α

¬ : Set0 → Set1
¬ α = α → ⊥

Dále budeme mı́sto Set0 použ́ıvat i zkratku Set.
Dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı. Pro každé výroky α a β plat́ı, že jestliže α

implikuje β, pak negace β implikuje negaci α. Vyjádřeńım v typovém systému
dostaneme:

α : ∗, β : ∗ ` (λf : (α→ β)λn : ¬βλa : α.n(fa) : ((α→ β)→ (¬β → ¬α))

Ověřeńı d̊ukazu v Agdě:

proof1 : (α : Set) → (β : Set) → (α → β) → (¬ β → ¬ α)
proof1 α β f g a = g (f a)

Můžeme definovat výraz, který očekává dvě tvrzeńı a vraćı jejich konjunkci
AND ≡ λα : ∗λβ : ∗.α ∧ β. Plat́ı:

` AND : (∗ → ∗ → ∗)

Konjunkce v Agdě:

and : Set → Set → Set1
and α β = (γ : Set) → (α → β → γ) → γ

Dokážeme, že z pravdivosti konjunkce výrok̊u α a β plyne pravdivost výroku α.

α : ∗, β : ∗ ` (λx : ANDαβ.xα(Kαβ)) : (ANDαβ → α) : ∗.

Připomeňme použitou definici kombinátoru K:

K ≡ λα : ∗λβ : ∗λx : αλy : β.x

Ověřeńı v Agdě:
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proof2 : (α : Set) → (β : Set) → (and α β) → α
proof2 α β f = f α (λ a b → a)

Tedy jestliže je pravdivá konjunkce α a β, pak je pravdivá α.
Definujeme negaci ¬ ≡ (λα : ∗.α→ ⊥). Plat́ı:

` ¬ : (∗ → ∗)
α : ∗ ` ¬α : ∗

α : ∗, β : ∗ ` (λf : (α→ β)λn : ¬βλa : α.n(fa) : ((α→ β)→ (¬β → ¬α))

Tedy jestliže α implikuje β, pak negace β implikuje negaci α.

6 Krychle

Nı́že uvedená tabulka uvád́ı osm systému, z nichž každý má všechna základńı
pravidla a tabulkou přǐrazenou množinu zvláštńıch pravidel. S některými systémy
jsme se již seznámili.

Systém Množina zvláštńıch pravidel
λ→ (∗, ∗)
λ2 (∗, ∗) (�, ∗)
λP (∗, ∗) (∗,�)
λP2 (∗, ∗) (�, ∗) (∗,�)
λω (∗, ∗) (�,�)
λω (∗, ∗) (�, ∗) (�,�)
λPω (∗, ∗) (∗,�) (�,�)
λC (∗, ∗) (�, ∗) (∗,�) (�,�)

Zvláštńı pravidlo (∗, ∗) považujeme za základńı, ostatńı jsou pokročilá. Po-
kročilá zvláštńı pravidla lze ztotožnit s osami trojrozměrného prostoru:

(∗,�)

(�, ∗)

(�,�)

Typové systémy pak můžeme umı́stit do vrchol̊u krychle:
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λ→ λP

λPω

λC

λP2

λω

λ2

λω

Typové systémy do krychle uspořádal nizozemský logik Henk Barendregt
v přehledovém článku Lambda Calculi with Types z roku 1992. Článek lze
stáhnout z jeho webových stránek.1 Z právě zmı́něného článku jsme vycházeli
během posledńıch dvou přednášek. Stručně ještě uvedeme, co je možné odvodit
v zbývaj́ıćıch systémech.

6.1 Systém λP2

Negace predikátu:

A : ∗, P : A→ ∗ ` (λa : A.Pa→ ⊥) : (A→ ∗)

Výrok tvrd́ı, že binárńı relace, která je asymetrická je ireflexivńı:

A : ∗, P : A→ A→ ∗ ` ((Πa : AΠb : A.Pab→ Pba→ ⊥)→ (Πa : A.Paa→ ⊥)) : ∗

Definujeme takzvanou Leibnizovu rovnost:

(x =A y) ≡ ΠP : (A→ ∗).Px→ Py

Plat́ı:

A : ∗, x : A, y : A ` (x =A y) : ∗

Důkaz symetrie rovnosti:

A : ∗ `(λx : Aλy : Aλe : (x =A y)λP : (A→ ∗)λp : Py.e(λz : A.Pz → Px)(λq.q)p) :

(Πx : AΠy : A.(x =A y)→ (y =A x))

V Agdě:

1http://www.cs.ru.nl/~henk/papers.html
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Eq : (A : Set0) → A → A → Set1
Eq A x y = (P : A → Set0) → (P x) → (P y)

eqSym : (A : Set0) → (x : A) → (y : A) →
(Eq A x y) → (Eq A y x)

eqSym A x y eq P py = eq (λ z → P z → P x) (λ px → px) py

Zavedeme existenčńı kvantifikátor:

(∃x : α.β) ≡ Πγ : ∗.(Πx : α.(β → γ))→ γ.

6.2 Systém λPω

Funkce přǐrazuj́ıćı binárńımu predikátu P na množině A jeho diagonalizaci:

A : ∗ ` (λP : A→ A→ ∗λa : A.Paa) : ((A→ A→ ∗)→ (A→ ∗)) : �

To samé, kde A je parametr:

` (λA : ∗λP : A→ A→ ∗λa : A.Paa) : (ΠA : ∗ΠP : A→ A→ ∗Πa : A.∗) : �

6.3 Systém λC

Funkce přǐrad́ı množině A a predikátu P na A negaci P .

` (λA : ∗λP : A→ ∗λa : A.¬(Pa)) : (ΠA : ∗.(A→ ∗)→ (A→ ∗)) : �

Funkce pro množinu a predikát vracej́ıćı výrok, že každý prvek množiny
splňuje predikát:

ALL ≡ (λA : ∗λP : A→ ∗.Πa : A.Pa)

Plat́ı:

A : ∗, P : A→ ∗ ` ALL AP : ∗

Máme:

(ALL AP ) =β (Πa : A.Pa)

Např́ıklad máme:

A : ∗, P : A→ ∗, a : A ` (λf : (ALL AP ).fa) : (ALL AP → Pa)
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