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Paradigmata programovani 4 ¢ poznamky k prednasce

3. Programova logika

verze z 27. Ginora 2025

V této predndsce se sezndmime s Programovou logikou, kterda se téz nazyva
Hoareho logika pojmenovana podle tvirce, kterym je britsky logik Tony Hoare.

1 Podminky

V zapisu stavu programu pro zjednoduseni nebudeme uvadét néasledujici prikazy
procest. V zapisu uvedeme tedy jen proménné a jejich hodnoty. Napriklad:

x |1
y|1

Vhodnym stavem pro program (nebo vyraz) myslime stav, ktery obsahuje pro-
ménné potiebné pro vykonani programu (nebo vyhodnoceni vyrazu) a tyto pro-
ménné maji hodnoty spravného typu. Napiiklad vyse uvedeny stav je vhodny pro
vyraz (>= x y).

Podminka je jednoduchy vyraz, jehoz hodnotu chapeme jako logickou. Pro
vytvareni slozenych podminek si zavedeme podminky negace, konjunkce a disjunkce
podminek:

e (not condition)
e (and conditionl condition2 ...)

e (or conditionl condition2 ...)

Pokud se podminka ve stavu programu vyhodnoti na Pravdu (hodnotu rtznou
od nil), tak rikdme, Ze je ve stavu splnéna, nebo, ze stav splnuje podminku.
Naptiklad podminka (and (= x 1) (> y 0)) je ve stavu

x |1
y|1

splnéna.
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Zesileni a oslabeni podminky

Podminka conditionl je silnéjsi nez podminka condition2, jestlize pro
kazdy vhodny stav S plati nasledujici implikace. Pokud stav S spliuje podminku
conditionl, pak spliuje i podminku condition2. Napriklad podminka (> x 1)
je silnéjsi nez podminka (>= x 1).

Podminka conditionl je slabsi nez podminka condition2, jestlize podminka
condition2 je silnéjsi nez podminka conditionl.

Podminky conditionl a condition2 jsou ekvivalentni, jestlize podminka
conditionl je silnéjsi a soucasné slabsi nez podminka condition2. Naptiklad
podminky (= x x) a t jsou ekvivalentni.

Tvrzeni

Zavedeme si vyraz oveérujici splnéni zadané podminky:
(assert condition)

Vyraz se vyhodnoti nasledovneé.

1. Vyhodnoti se podminka condition.
2. Pokud podminka neni splnéna, vyvola se chyba.

3. Jinak se neudéla nic.

Zéapis tvrzeni si muzeme zjednodusit tak, ze podminku tvrzeni uzavieme do
slozenych zavorek:

{condition}

Naprtiklad:

{Gx 0}

2 Program a jeho pravdivost

Program se sklada z neprazdné konecéné posloupnosti vyraztu. Napriklad:

{CGx 0}
(set! x (+ x 1))
(set! x (+ x 1))
{C> x0)}



Spusténi programu v néjakém stavu vede k postupnému vyhodnocovani jeho
vyrazi. Programy tedy muzeme spoustét v rtuznych pocatecnich stavech.

Programy budou vzdy zacinat a koncit tvrzenim. Podminka prvniho tvrzeni
se nazyva predpoklad nebo také prekondice programu a podminka posledniho
tvrzeni se nazyva zaver nebo také postkondice programu.

Naptiklad program:

{CG x 0}
(set! x (- x 1))
{C>=x 0}

mé predpoklad (> x 0) a zavér (>= x 0).

Neuvedenim predpokladu nebo zavéru programu myslime podminku t. Napii-
klad program:

(set! x (+ x 1))

ma predpoklad i zaveér t.

Program je pravdivy, jestlize kazdé spusténi programu ve stavu spliujiciho
jeho ptredpoklad neskon¢i chybou. Priklad pravdivého programu:

{> x 0)}
(set! x (+ x 1))
{> x 0)}

a nepravdivého programu:

{C>x 0}
(set! x (- x 1))
{> x 0)}

Predchozi program je nepravdivy, protoze kdyz jej spustime ve stavu, kde x ma
hodnotu 1, skon¢i chybou vyvolanou poslednim tvrzenim.

3 Pravida

Nésleduje soubor pravidel, jejichz pouzivanim mame zaruceno, ze obdrzené pro-
gramy jsou pravdivé.

Pravidlo nic nedélani

Vyraz



nil

chapeme jako atomicky prikaz, kterd nic neudéla.

Pro kazdou podminku condition plati:

{condition}
nil
{condition}

Napriklad:
{(=x 1D}

nil

{(=x 1D}

Pravidlo prirazeni

Pro kazdou podminku condition a prikaz pritazeni (set! war expr) plati:

{condition'?}
(set! war ezpr)
{condition}

kde condition' vznikne z condition nahrazenim vsech vyskytd proménné var
za expr. Napriklad:

{(= (+ x1) 1}
(set! x (+ x 1))
{(=x 1D}

Predpoklad nahradime za ekvivalentni jednodussi podminku:

{(=x 0)}
(set! x (+ x 1))
{(=x 1D}

Zesileni predpokladu

Pokud {prel} a pre2 je silnéjsi nez prel, pak {pre2} :
program program
{t} {(=x 2)}
Napriklad z (set! x 1) plyne (set! x 1) .
{(=x 1D} {(=x 1}



Oslabeni zavéru

program
Pokud (post1}

program

a post2 je slabsi nez post1, pak (posta} -

Napriklad z

{t}
(set! x 1)
{(=x 1)}
plyne
{t}
(set! x 1)

{(or =x 1) (=y 1)}

Skladani programu

progl
Pokud progl a {cond} , pak {cond} .
{cond?} prog2
prog2
Napriklad z
{t}
(set! x 1)
{(=x 1D}
a
{(= x D}
(set! y 2)
{(and (= x 1) (=y 2))}
plyne
{t}
(set! x 1)
{(=x D}
(set! y 2)
{(and (= x 1) (=y 2}
Vétveni
{(and pre cond)} {(and pre (not cond))?
Pokud prog1 a prog2 , pak

{post} {post}
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{pre}
(if cond
(begin
{(and pre cond)?
progl
{post})
(begin
{(and pre (not cond))}
proge
{post}))
{post}

{(>=x 0)} {(<x 0}
Napriklad z nil a (set! x (- 0 x)) plyne
{(>=x 0)} {G=x O}

{t}
(if >=x 0)
(begin
{G=x 0}
nil
{CG=x 0}
(begin
{kx0)}
(set! x (- 0 x))
{CG=x 0O})
{(>=x 0)}
Cyklus
{inv}
) (while cond
{(and inv cond)} {(and inv cond)}
Pokud prog , pak
{inv} prog
{inv})
{(and inv (not cond))}
{(< x 5}
Napriklad z (set! x (+ x 1)) plyne
{(k= x 5)}



{(x= x B)}

(while (< x 5)
{(< x B}
(set! x (+ x 1))
{(k= x B)})

{(=x 5}

Dukaz

Programy, které vzniknou pouzitim pravidel programové logiky, nazyvame du-
kazy. Napriklad:

{t}

(set! x 1)
{(=x 1}
(set! y 2)

{(and (= x 1) (=y 20}

Podminka tvrzeni, kterd v dikazu predchazi prikaz se nazyva predpoklad pri-
kazu. Napriklad ptikaz (set! y 2) z predchoziho dikazu mé predpoklad (= x
1).

Ditkaz proof nazveme diitkazem pravdivosti programu program, jestlize
dodanim tvrzeni do programu program obdrzime dikaz proof. Napriklad pred-
chozi diikkaz je dikazem pravdivosti programu:

{t}
(set! x 1)
(set! y 2)

{(and (= x 1) (=y 2N}

4 Paralelni pravidla

Zavedeme si pravidla pro soubézné vykonavani programu. Piikaz statement s
predpokladem pre zachovava podminku cond jestlize:

{(and cond pre)}
statement
{cond?}

Napriklad prikaz (set! x (- x 1)) s predpokladem (> x 0) zachovava pod-
minku (>= x 0), protoze:

{> x 0)}
(set! x (- x 1))
{0>=x 0)}



Dva ditkazy se nenarusuji, jestlize podminka kazdého tvrzeni z prvniho dikazu
je zachovana vSemi prikazy z druhého ditkazu a naopak podminka kazdého tvrzeni
z druhého dikazu je zachovana vsemi prikazy z prvniho ditkazu. Napriklad:

{(=x 0} {(=x 0}
(set! x 1) a (set! y x)
{(=x 1} {(=y 0}

se narusuji. Cervené obarveny ptikaz nezachovava ¢ervené obarvenou podminku.

Soubéznost
{pre1} {pre2}
Pokud prog1 a prog2 jsou nenarusujici se dikazy, pak

{post1} {post2}

{(and pre1 pre2)}
(co
(begin
{pre1}
progl
{post1})
(begin
{pre2}
prog2
{post2})
{(and postl post2)}

Predchozi program citelnéji zapiseme tabulkou:
{(and pre1 pre2)}
{pre1} {pre2}

progl prog2
{post1} {post2}

{(and postl post2)}

{t} {t}
Napriklad z (set! x 1) a (set! y 1) plyne

{=x 1D} {=y D}



{t}
(co
(begin
{t}
(set! x 1)
{=x 1D
(begin
{t}
(set! y 1)
{=y L)
{(and (= x 1) (=y 1))}

Zapsano tabulkou:
{t}
{t} {t}

(set! x 1) (set! y 1)
{=x D} {=y D}

{(and (= x 1) (=y 1))}

Slozené atomické operace

Program v hranatych zavorkach se vykona atomicky:

[program]

Naprtiklad:
{(=x 0}
[(set! x (+ x 1))] | [(set! x (+ x 1))]

{(=x2)}

Pravidlo sladéni

Pokud
{(and pred cond)}
prog 5
{post}
pak



{pred?}
[(await cond)
prog']
{post}

Y

kde prog’' vznikne z prog odstranénim vsech tvrzeni. Napriklad z

{(=x 0)}
(set! x (+ x 1))
{=x D}
(set! x (+ x 1))
{(= x 2)}
plyne
{t}

[(await (= x 0))
(set! x (+ x 1))
(set! x (+ x 1))]
{(=x 2)}

5 Invarianty

Invariant programu je podminka, kterd je splnéna v kazdém jeho stavu. Podminka
je invariantem, pravé kdyz je splnéna v pocateénim stavu a je zachovana kazdym
prikazem programu.

Napriklad (> x 0) je invariantem programu:

let ((x 1))

{CG x 0}
{> x 0} {>x 0}
[(set! x (+ x 1)] [(set! x (+ x 2))]
{(> x 0))} {>x 0}

{>x 0}

6 Implementace

Zavedeme dynamickou proménnou *atomicx*, ktera bude urcovat, zda se vykonava
atomicky kod. Zménime implementaci funkce execute tak, Ze cas do spusténi pla-
novace snizujeme pouze v pripadé, ze globalni proménna *atomic* je Nepravda.
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(defun execute (&rest code)
(let ((*retx '(Q))
(xseekx '())
(¢rslt* '())
(xexec* code)
(xtime* 0)
(*atomic* nil)
(*rprs-head* (list (make-idle-process)))
(krprs-tail*x '()))
(1oop
(cond
((null *execx)
(return))
((= *timex* 0)
(timer-handler))
(t
(exec-elem (pop *execx))
(unless *atomicx*
(decf *timex)))))
(pop *rsltx*)))

Nasledujici tTi slova slouzi postupné k zapnuti atomického vykonavani kodu, k
jeho vypnuti a k zjisténi, zda se kod vykonava atomicky.

(defprim :aon
(setf *atomicx t))

(defprim :aoff
(setf *atomic* nil))

(defprim :a?
(push *atomic* *rsltx*))

Napriklad atomické zvyseni hodnoty proménné n provedeme programem:

caonn :val 1 :+ n :set! :aoff

Specialni operator atomic
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Ve Scheme si zavedeme specidlni operator atomic, ktery atomicky vyhodnoti
postupné své argumenty. Syntax:

(atomic exprl expr2 ...)

Vyhodnoceni vede na vykonani:

(begin exzprl expr2 ...) eval :val :aon :clsub :aoff

Pti pouziti await uvnitf atomic narazime na problém, Ze pfi nesplnéni pod-
minky await program niky neskon¢i. Napriklad nasledujici proces neskonéi v pfi-
padé, ze n neni kladné ¢islo, a to ani kdyz by se soubézné vykonavany proces chystal
n na kladné ¢islo nastavit.

(atomic
(await (< 0 n))
(set! n (- n 1)))

Resenim je v pripadé nesplnéni podminky atomicnost na chvili prerusit, aby mohl
procesor ziskat jiny proces. Do definice slova :await pridame nasledujici cast.

:a? :if :else :aoff 100 :rnd :delay :aon :then

Cekani je zafizeno slovem :rnd na ziskdani ndhodného ¢isla a sloven :delay ceka-
jicim zadanou dobu.

Naprtiklad nésledujici program nikdy nevytiskne zaporné ¢islo.

(let ((n 1))
(co
(atomic
(await (< 0 n))
(set! n (- n 1))

(print n))
(atomic

(set! n (- n 1)))
(atomic

(set! n (+ n 1)))))

Preruseni atomického vykonavani operatorem await muze vést k chybam. Na-
priklad kod prvniho procesu v nasledujicim programu se nevykona atomicky.
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(et ((n 0))
(co
(atomic
(set! n 1)
(await (= n 2))
(print
(set! n 2)))

))

Abychom se podobnym chybam vyhnuli, zavedeme si nasledujici pravidlo. V ramci
vyrazu atomic muze byt vyraz await pouze jeho prvnim argumentem. Tedy:

(atomic (await condition) bodyl bodyn)

V souladu s teoretickou ¢asti kdéd uzavieny v hranatych zévorkach znamena

atomické vykonavani. Presnéji

Lezprl expr2 ...]

zapisuje vyraz

(atomic exzprl ezpr2 ...)

Pouziti:

(let ((m 0))
(co
(dotimes (i 100)
[(set! n (+ n 1))]1)
(dotimes (i 100)
[(set! n (+ n 1))]))
n)

Predchozi vyraz bude mit vzdy hodnotu 200.
Drive predstaveny operator assert definujeme jako specialni operator:

(assert cond)

Predchozi vyraz muzeme pohodlnéji zapsat pomoci slozenych zavorek:
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{cond?}

Napriklad nasledujici program miize skonc¢it chybou v pripadé, ze dojde k soubéhu

jeho procest.

(let ((n 0))
(co
(begin
(set! n 1)
{zn 1D}
(set! n 2)))

Otazky a tkoly na cviceni
1. Pouzijte pravidlo prirazeni k odvozeni predpokladi nasledujicich programi.

(a)

{ }
(set! x (- 0 x))
{CGx 0}

(b)
{ }

(set! x (+ y 1))
{(= (+xx) 2)}

{ }
(set! y (+ x 1))
{Gx 0}

2. Vypracujte dikaz nasledujictho programu.

{(and (= x x0) (= y y0))}

(set! t x)
(set! x y)
(set! y t)

{(and (= x y0) (= y x0))}

14



3. Rozhodnéte, zda se nasledujici dva dikazy nenarusuji. V pripadé, ze se na-
rusuji, upravte dikazy tak, aby se nenarusovaly.

{t} {t}
(set! x 1) (set! x 2)
{(=x 1)} {(= x 2)%}

4. Vypracujte dikazy nasledujicich programii.
(a)
{t}

(set! x z) (set! y z)

{(and (= x z) (=y 2z}

{t}

(set! z x) (set! z y)

{(or (=2 %) (=2 y))}

{(=x 0)}

[(set! x (+ x 1))] | [(set! x (+ x 2))]

{(=x 3)}

{(=x 0)}

[(set! x (+ x 1))] | [(set! x (+ x 1))]

{(=x 2)}

{(=x 0)}

(set! t1 (+ x 1)) (set! t2 (+ x 1))
(set! x t1) (set! x t2)

{(or (=x 1) (=x 2))}
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{(=x 0)}

(set! x 1) [await (> x 0)
(set! x (- x 1))]

{(=x 0)}

{(=x 1)}
[(set! x (+ x 1))] [(set! x (x x x))]

{(or (=x 2) (=x4))}

{(=x0)}

[(set! x (+ x 1)) (set! x 0)
(set! x (+ x 1))]

{(lor (=x0) (=x 2))}

{(=x 0}
[(set! vy (+ x x))] | (set! x 1)

{(and (or (=y 0) (=y 2)) (=x 1))}

5. Prepiste nékteré z vyse uvedenych programu do Scheme a spusténim ovérte
jejich pravdivost.

6. Prepiste pro zvysSeni efektivity makra and a or na specidlni operatory.

7. Dokéazali byste prepsat makro co na specialni operator?
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