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7. Funkce
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1 Ekvivalentni Gpravy vyrazua

Uvazujme pro zacatek jen aritmetické vyrazy, jako jsou naptiklad vyrazy 1 + x
nebo x * (2 + x). Zavedeme omezeni, Ze nebudeme ménit jednou nastavené hod-
noty proménnych. Napriklad nemtzeme zvysit hodnotu proménné o jedna:

x =1
x + 1

>
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Zajimavym dtsledkem je, ze aritmetické vyrazy budou mit vzdy stejnou hod-
notu. Pokud napriklad nastavime

x = 3
y =4

pak bude hodnota vyrazu (x ** 2) + (y *x 2) vzdy cislo 25.

Dva vyrazy nazveme ekvivalentni, jestlize maji stejnou hodnotu. Ekvivalenci
vyrazl exprl a exprl zapiSeme:

exprl
=== exprl

Naprtiklad:

Hodnotou kazdého z vyrazi 1 + 2, 3 a 2 + 1 je ¢islo tii.

Proménna je ekvivalentni své hodnoté. Napriklad:
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>>> x = 2

X
=== 2

Vyraz v programu muzeme nahradit za jemu ekvivalentni vyraz. Napriklad:

>>> x = 2

x *x (2 + x)
== 2 % (2 + 2)
===2*4
===8

2 Funkce s jednim parametrem
Uvazujme déle funkce, které maji jeden parametr a télo tvori pouze prikaz navratu:

def function (parameter):
return body

Napriklad:

def succ(x):
return x + 1

Vyraz aplikace function (argumet) funkce function na vyraz argumet je
ekvivalentni vyrazu body, kde se vSechny vyskyty proménné parameter nahradi
za vyraz (argumet ). Naptiklad:

succ(2)
=== (2) + 1
=== 2+ 1
=== 3

P1i nahrazovani musime vyraz argumet obecné seviit do zavorek kviili jednoznac-
nosti. Vétsinou to ale potieba neni. Jako naptiklad v predchozim prikladé. U slo-
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succ(succ(0)) je

succ(succ(0))
=== succ(0 + 1)
=== gucc(1)
=== 1 + 1
=== 2



jednou z cest a

succ (succ(0)
=== gucc(0) + 1
== (0 +1) +1
===1+1
=== 2

druhou. Zajimavé je, ze at pouzijeme kteroukoliv cestu, dojdeme vzdy ke stejné

hodnoté.

Pomoci ekvivalence vyrazi mizeme dokazovat vlastnosti programi. Naptiklad
pokud x je libovolné ¢islo, pak dostavame:

succ(succ(x))
=== succ(x + 1)

=== X + 2

Pravé jsme dokéazali, ze vyraz succ(succ(x)) je ekvivalentni s x + 2.

Télo funkce mize ptirozené obsahovat aplikaci funkce:

def add_two(x):
return succ(succ(x))

Dostavame napriklad:

add_two(3)
=== gucc(succ(3))
=== gucc(4)
=== 5

Vezmeéme si funkei pocitajici predchudce ¢isla:

def pred(x):
return x - 1

Dostavame:

pred(5)
=== 5 - 1
——— 4

Pro libovolné cislo x plati:



pred(succ(x))

=== pred(x + 1)
== (x +1) - 1
==x+ (1 - 1)
=== x + 0

=== X

Tedy funkce predchidce je inverzni k funkci naslednika.
Na potadi aplikaci funkei obecné zalezi. Vezméme naptiklad funkci druhé moc-

niny:

def square(x):
return x * X

Déle se podivejme na hodnotu vyrazu:
square (succ(2))

=== gquare(3)

=== 3 *k 3

——— 9

a hodnotu vyrazu:
succ(square(2))

=== succ(4)

=== 5

Dostavame, ze vyrazy square(succ(2)) a succ(square(2)) nejsou ekvivalentni.

Vezméme predikat rozhodujici sudost:

def is_even(x):
return x % 2 == 0

Miuzeme dokazat, ze dvojnasobek ¢isla je sudé ¢islo:
is_even(x * 2)

=== (X*2)%2==O

——— 3 O

=== True

Definujeme funkci vracejici negaci obdrzené logické hodnoty:

def negation(x):
return not x

Napriklad mame:



negation(is_even(succ(2)))
=== not is_even(succ(2))
=== not (succ(2) % 2 == 0)
===not ((2 + 1) % 2 == 0)
=== not (3 % 2 == 0)
=== not (1 == 0)
=== not False
=== True

Tedy néaslednik ¢isla dva neni sudé ¢islo.

3 Funkce vyssich rada

Funkce mitze ocekavat funkci jako argument. Vezméme napriklad funkci, ktera
aplikuje zadanou funkci na ¢islo dva:

def apply_to_two(f):
return f(2)

Dostavame:

apply_to_two(succ)
=== succ(2)
=== 3

nebo:

apply_to_two(square)
=== square(2)
=== 4

Zatim jsme nové funkce vytvareli pomoci prikazu def. Piikaz vytvori novou
funkci a vlozi ji do globalni proménné. Zavedeme si vyraz, ktery vytvori funkci,
aniz by ji vlozil do proménné. Vyraz

(lambda parameter: body)

se vyhodnoti na funkci s parametrem parameter, kterd po zavolani vraci hod-
notu vyrazu body. Pravé definovany vyraz nazyvame lambda vyrazem. Funkci
vytvorené lambda vyrazem se fika anonymni funkce.

Funkeci néslednika muZzeme definovat i takto:

>>> succ?2 = lambda x: x + 1



succ2(3)
=== (lambda x: x + 1)(3)
=== 3 + 1
=== 4

Jak bylo zminéno lambda vyraz umoznuje definovat funkce bez jména. Napriklad:
(lambda x: x * x)(2)

=== 2 %k 2

——— 4

Funkci nazyvame konstantni, pokud vzdy vraci stejnou hodnotu. Priklad kon-
stantni funkce:

def const 2(x):
return 2

Pro libovolné x dostavame:

const_2(x)

Funkce, ktera po zavolani vraci konstantni funkci:

def const(x):
return lambda y: x

Napriklad mame:
>>> const_3 = const(3)

const_3
=== const(3)
=== (lambda y: 3)

const_3(2)
=== (lambda y: 3)(2)
-3

Nebo také:

const_3(2)
=== (const(3))(2)
=== const(3) (2)
=== (lambda y: 3)(2)
=== 3



Pii nahrazovani béhem aplikace funkce si musime dat pozor, aby parametr
lambda vyrazu v téle funkce nebyl obsazen v argumentu. Nésledujici je tedy chybné,
protoze parametr y je obsazen v argumentu y.

const (y) (2)
=== (lambda y: y)(2)
=== 2

Problém vytesime vhodnym pfejmenovanim parametru lambda vyrazu a jeho
vyskyta v téle:

const (y) (2)
=== (lambda z: y) (2)

==Yy

Funkci const miizeme definovat i takto:
>>> const2 = lambda x: lambda y: x
Naprtiklad pro libovolné y mame:

const2(y) (2)
=== (lambda x: lambda y: x)(y)(2)
=== (lambda x: lambda z: x)(y)(2)
=== (lambda z: y)(2)

=== y

Funkci s vice parametry miuzeme vyjadrit funkcemi s jednim parametrem. Na-
priklad:

def add(x):
return lambda y: x + y

Funkce add po zavolani na ¢islo « vraci funkcei pric¢itajici k argumentu . Napriklad:
>>> add_3 = add(3)

add_3(4)
=== (lambda y: 3 + y)(4)
=== 3 + 4
=== 7

Soucet cisel x a y zapiSeme add (x) (y). Napriklad:

add(3) (4)
=== (lambda y: 3 + y)(4)
=== 3 + 4
=== 7



Funkci add mtzeme zapsat jen pomoci lambda vyrazi:
>>> add2 = lambda x: lambda y: x + y
Skutecné:

add2(3) (4)
=== (lambda x: lambda y: x + y)(3)(4)
=== (lambda y: 3 + y)(4)
=== 3 + 4
=== 7

Zde pri aplikaci musime prejmenovat parametr:

add2(y + 1) (y)
=== (lambda x: lambda y: x + y)(y + 1)(y)
=== (lambda x: lambda z: x + z)(y + 1)(y)
=== (lambda z: (y + 1) + z)(y)
=== (y + 1) + y

Technice, kde funkci vice parametrii vyjadrime pomoci funkei jednoho parametru,
se Tika currying podle védce Haskella Curryho, ktery ji proslavil.

Definujeme skladani funkeci:

def comp(f, g):
return lambda x: f(g(x))

Pokud ma volana funkce vice parametri, provede se nahrazeni kazdého para-
metru v téle za pozicné odpovidajici argument. Naptiklad:

comp(succ, square)
=== lambda x: succ(square(x))

Vytvorime funkci pocitajici naslednika ¢tverce:
>>> succ_square = comp(succ, square)
Vyzkousime:

succ_square(2)
=== comp(succ, square) (2)
=== (lambda x: succ(square(x)))(2)
=== succ(square(2))

=== 5

U kompozice funkci prirozené zalezi na poradi funkci, které komponujeme. Tedy
funkce pocitajici ¢tverec naslednika:



>>> square_succ = comp(square, succ)
se od predchozi lisi:
square_succ(2)

=== comp(square, succ) (2)
=== (lambda x: square(succ(x)))(2)
=== square (succ(2))
=== 9
Kompozice funkei definovanéd lambda vyrazy:
>>> comp2 = lambda f, g: lambda x: f(g(x))

Rikdme, Ze funkce je vyssiho fadu, pokud jako argument o¢ekava funkci nebo
vraci funkci jako navratovou hodnotu. Priklady funkci vyssiho tadu jsou funkce

apply_twice, kterd ocekava funkci, funkce const, ktera vraci funkci, a konecné
funkce comp, kterd ocekava i vraci funkei.

4 Rekurzivni funkce
Hodnotou vyrazu

(then_ezpr if condition else else_ezpr)

je then_ezpr, pokud je podminka condition splnéna, jinak je hodnotou else_expr.

Dostavame, ze

(then_ezpr if True else else_ezpr)
=== then_expr

(then_ezpr if False else else_ezpr)
=== else_expr

Naprtiklad:
1 if 1 + 1 == 2 else 2

=== 1 if True else 2
—_——= 1



1 if 1 + 1 == 3 else 2
=== 1 if False else 2
———— 2

Protoze se hodnoty proménnych nemiizou ménit, nelze k opakovani pouzit cykly.
Misto cyklt pouzijeme rekurzivni funkce. Funkce je rekurzivni, pokud ve svém
tele vola samu sebe. Ptiklad rekurzivni funkce pocitajici faktorial:

def fact(n):
return 1 if n == 0 else n * fact(n - 1)

Ukazka pouziti:

fact(3)

if 3 == 0 else 3 * fact(3 - 1)
if False else 3 * fact(3 - 1)
fact(3 - 1)

fact(2)

(2 * fact(1))

(2 *x (1 * fact(0)))

(2 x (1 % 1))

*
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Otazky a tkoly na cviceni
1. Nize naleznete definice funkci a priklady jejich volani. U vyrazi spocitejte
ekvivalentnimi tpravami jejich hodnoty.

(a) def double(x):
return x + X

double (double(2))

(b) def apply_twice(f, x):
return f(f(x))

apply_twice(double, 2)

(c) def twice(f):
return lambda x: f(f(x))

twice(double) (2)
(d) quadruple = twice(double)

quadruple(2)

10



(e) def sub(m):
return lambda n: m - n

sub(5) (3)

(f) def swap(f):
return lambda x: lambda y: f(y)(x)

swap (sub) (5) (3)
(g) comp(sub(2), sub(3)) (1)

(h) def twice2(f):
return comp(f, f)

twice2(double) (2)

. Naprogramujte funkci fib, ktera pocita prvky Fibonacciho posloupnosti.
Musi platit:

£ib(0)
=== (

fib(1)
=== 1

a pro n vétsi nez jedna:

fib(n)
=== fib(n - 1) + fib(n - 2)

. Ovérte v interpretu, ze funkce fib z predchoziho tkolu spocita:

>>> fib(50)
12586269025

11



	Ekvivalentní úpravy výrazu
	Funkce s jedním parametrem
	Funkce vyšších rádu
	Rekurzivní funkce

