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Uvod a definice

¢ Intuice: Algoritmus je jakykoli dobie definovany vypocetni postup,
ktery bere jednu nebo vice hodnot jako vstup a produkuje jednu nebo
vice hodnot jako vystup v kone¢ném case.

— Algoritmus je posloupnost vypocetnich kroku, které transformuji
vstup na vystup.

— Myslenka za programem.

— Lze si jej predstavit jako nastroj pro reseni dobre specifikova-
nych vypocetnich problémiu.

¢ Formalné v jiném piredmétu — Vyéislitelnost.

 Piiklad: Radici problém

- Vstup: Posloupnost n ¢éisel (a;,aq, ..., a,).
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- Vystup: Permutace posloupnosti vstupu (a1, a3, ..., a,,) takova, Ze
0 < aj < - < d.

¢ Problém: Obecna specifikace vstupu a poZadovaného vystupu (napft.
radici problém).

¢ Instance problému: Konkrétni vstup splnujici specifikaci problému
(napt. konkrétni posloupnost ¢isel (5,2, 8, 1)).

¢ Algoritmy jsou technologie, ktera je vSude kolem nas (internet, ban-
kovnictvi, navigace, bioinformatika, atd.).

¢ Dilezité je rozumét, jak algoritmy funguji, a umét je navrhovat a ana-
lyzovat.

¢ Efektivita: Dva rtizné algoritmy pro stejny problém se mohou drama-
ticky lisit ve vykonu.

e P¥iklad: Problém fazeni milionu éisel.

— Rychly algoritmus: Sekundy.

— Pomaly algoritmus: Mnoho dni nebo let.

* Rychlejsi poéitade poméahaji, ale efektivni algoritmy jsou dualezitéj-
$i.

e Priklad:

- Poéitac A (super rychly): 10'° instrukci/sekundu.



- Pocitaé B (super pomaly): 107 instrukci/sekundu (1000x pomalejsi
nez A).

- Algoritmus 1 (kvadraticky, pomaly): 2n? instrukei.
- Algoritmus 2 (logaritmicko-linearni, rychly): 50n log, n instrukef.
e Pro n =107 (10 miliont prvka):
- Poéitad A + Alg. 1: trva 2 x (107)2/10%° = 2 x 104/10%° = 2 x 10*
sekund = 5.5 hodin.

- Poéitaé B + Alg. 2: trva 50 x 107 log,(107)/107 ~ 50 x 23.2 ~ 1160
sekund ~ 19 minut.

e Zavér: 1 1000x pomalejsi poéitac s efektivnéjs§im algoritmem je drama-
ticky rychlejsi nez rychlejsi pocitaé s neefektivnim algoritmem.

Algoritmy jako technologie

* Moderni pocitace jsou neskuteéné rychlé. Pro¢ tedy studovat efektivni
algoritmy?

¢ Velikost vstupu: Problémy se dnes c¢asto tykaji obrovskych datovych
sad (Big Data).

¢ Rychlejsi hardware dokaze zrychlit i pomaly algoritmus, ale jen do
urcité miry.
¢ Asymptoticka slozZitost: Jak se chovani algoritmu méni s rostouci

velikosti vstupu.

¢ Klicova role: Pokrok v technologiich ¢asto zdvisi na pokroku v algorit-
mech a jejich efektivité.

e Zaklad AI: Algoritmy tvori fundamentalni stavebni kameny umélé
inteligence (AI).

¢ Strojové uceni (Machine Learning - ML): Podoblast Al, kde se
pocitace uéi z dat.
- Klasické algoritmy: Resi jasné definovany problém krok za krokem
(napft. fazeni).

- ML: Resi problém uéenim se z dat, jejich vystupem je ¢asto model,
ktery pak déla predikce nebo rozhodnuti.

- Uspéch ML se v soudasnosti tyka predevsim problémi, u kterych
lidé nevi, co je ten pravy algoritmus.

e Piiklady pouziti ML algoritmi:



- Rozpoznavani obrazu a teéi.
— Doporucéovaci systémy (filmy, produkty).
— Zpracovani piirozeného jazyka (ptreklady).

Data Science: Multidisciplinarni obor, ktery vyuziva védecké metody
ze statistiky, informatiky a optimalizace k extrahovani poznatkd z dat.

Velka data (Big Data): S nastupem velkych dat se efektivni algoritmy
staly jesté kriti¢téjsimi pro jejich zpracovani v rozumném cCase.

Algoritmy jsou centralni pro vétSinu modernich pocitacovych tech-
nologii.

Schopnost navrhovat a analyzovat efektivni algoritmy je jednou
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S neustale rostoucimi kapacitami poc¢itacéi je pouzivame k reSeni vétsich
problémiu nez kdykoli predtim. Pravé u vétsich velikosti problému se
rozdily v efektivité mezi algoritmy stavaji obzvlasté vyraznymi.

Solidni zdklad algoritmickych znalosti a technik je jedna z charakteris-
tik, ktera definuje skute¢né zrué¢ného programatora.

S moderni vypocetni technologii miiZete splnit nékteré tikoly, aniz byste
toho o algoritmech mnoho védéli, ale s dobrym zdkladem v algoritmech
dokdzete mnohem vic.

Navrh a analyza algoritmua

Porozumeéni problému: Co je vstup, co je poZadovany vystup, jaka
jsou omezeni.

Vybér vhodné datové struktury: Jak efektivné ukladat a manipulo-
vat s daty.

Vytvoreni strategie: Jak piristoupit k feSeni (napt. rozdél a panuj,
dynamické programovani, hladovy algoritmus).

Korektnost: Dikaz, Ze algoritmus vzdy produkuje spravny vystup pro
jakykoli platny vstup.

Casova slozitost: Kolik zdakladnich operaci algoritmus provede v z4-
vislosti na velikosti vstupu.

Prostorova slozitost: Kolik paméti algoritmus potiebuje.

Rustova funkce: Popisuje, jak se ¢as nebo prostor zvétsuje s rostou-
ci velikosti vstupu (n). Pouziva se asymptoticka notace (napt. O(n),
O(nlogn), O(n?)).



Proc¢ asymptoticka slozitost?

Dovoluje nam porovnavat algoritmy nezavisle na konkrétni implementaci,
programovacim jazyce nebo hardwaru. Zaméiujeme se na chovani pro velké
vstupy.

Obvykle jednoprocesorovy model s nahodnym pristupem k pa-
méti (RAM).

s vz

V modelu RAM se instrukce provadéji jedna po druhé, Zadné soubézné
operace.

Algoritmy jsou implementovany jako poéitacové programy.
Kazda instrukce trva stejnou dobu jako jakékoli jiné instrukece.

Kazdy pristup k datim (pouziti hodnoty proménné nebo uloZeni do
proménné) trva stejnou dobu jako jakykoli jiny ptristup k datim.

Instrukce trvaji konstantni ¢as (s¢itani, porovnani, éteni z paméti).

Tato abstrakce nam umoziuje analyzovat algoritmy bez ohledu na
detaily konkrétniho procesoru.

Striktné vzato bychom méli presné definovat instrukce modelu RAM
a jejich cenu.

To by vsak bylo tinavné a poskytlo by malo vhledu do navrhu
a analyzy algoritm.

Musime byt opatrni, abychom model RAM nezneuzivali (napf. pied-
pokladat instrukci, ktera fadi v jednom kroku).

Nasim voditkem je, jak jsou navrzeny skute¢né pocitace.
Model RAM obsahuje instrukce bézné se vyskytujici ve skuteénych
pocitacich:
- Aritmetické (napf. séitani, od¢itani, nasobeni, déleni, zbytek,
dolni/horni cela ¢ast).
- Pohyb dat (nacteni, ulozeni, kopirovani).
- Ridici (podminény a nepodminény skok, volani a navrat z podpro-

gramu).

Datové typy v modelu RAM jsou celociselné, s plovouci desetinnou
c¢arkou (pro ulozeni aproximaci redlnych ¢isel) a znaky.

Predpokladame, Ze kazdé slovo dat ma omezeni na pocet bitu.

Napriklad, pii praci se vstupy o velikosti n typicky predpokladame, Ze
celd ¢isla jsou reprezentovana c(|log, n| +1) bity pro néjakou konstantu
c>1.



- Pozadujeme ¢ > 1, aby kazdé slovo mohlo obsahovat hodnotu n
(umoznuje indexovani).

— Omezujeme c na konstantu, aby velikost slova nerostla libovolné
(nerealisticky scénar, kdy bychom mohli ukladat obrovské mnoz-
stvi dat v jednom slové a operovat s nimi v konstantnim céase).

Skuteéné pocitace obsahuji instrukce, které nejsou vyse uvedeny — ty
predstavuji tzv. Sedou zénu v modelu RAM.

Priklad umocnovani (z"):

— V obecném piipadé ne konstantni ¢as.

— Pokud je x pfesna mocnina 2 (napi. 2"), mize byt obvykle povazo-
vana za konstantni ¢as (napf. posunem bitt o n pozic doleva pro
2M).

Pokusime se témto Sedym zéndm v modelu RAM vyhnout.

Pamétova hierarchie: Model RAM nezohlediiuje pamétovou hierar-
chii (cache, virtudlni pamét), ktera je bézna v soucasnych pocitaéich.

- Jiné vypoéetni modely se snazi zohlednit efekty pamétové hierar-
chie, které jsou nékdy vyznamné.

— Nase analyzy neberou pamétovou hierarchii v ivahu, protoze mo-

vvvvvv

obvykle vynikajicimi prediktory vykonu na skute¢nych stro-
jich.

Insertion Sort (Razeni vkladanim)

Analyza Insertion Sortu

Metoda Rozdél a panuj (Divide-and-Conquer)

Merge Sort (Razeni slu¢ovanim)

Analyza Merge Sortu: Rekurzivni vztahy a Master Theorem

Definice 1.1 (Problém fazeni).

Vstup: Posloupnost n éisel (aq,as, ..., a,).

Vystup: Permutace vstupni posloupnosti (a],aj, ..., a,,) takova, Ze a] <
ay < ... < aj,.

Cisla mohou byt nap¥iklad cel4 ¢isla, realna &isla nebo jakékoli objekty,
které 1ze porovnavat.

Cislim, ktera se maji radit, se k4 klice.



* Ackoliv se problém koncepéné tyka iazeni posloupnosti, vstup je pole
s n prvky.

¢ Klice jsou spojené s jinymi daty, ktera nazyvame satelitni data.
* Dohromady tvoii kli¢ a satelitni data zaznam (record).

¢ Priklad: Zaznamy studentd s pridruzenymi daty: vék, studijni primér
a pocet abs. kurza.
— Jakakoli z téchto veli¢in mize byt kli¢em.
- Kdyz se tabulka fadi, piesune se cely pridruzeny zaznam (sate-
litni data) spoleéné s klicem.

* Pii popisu iadiciho algoritmu se zaméiujeme na Kklice, ale je dulezité si
pamatovat, Ze obvykle existuji pridruzena satelitni data.

¢ Jeden z nejjednodussich algoritmu fazeni.

¢ Princip: Funguje jako iazeni karet v ruce. Vezmeme jednu kartu
(prvek) a vlozime ji na spravné misto do jiZ sefazené sady karet.

* V kazdém kroku §‘ udrzuje podpole A[l ... j — 1] sefazené.

¢ Postupné vklad4 A[j] do sefazené ¢asti A[l...5—1].

Vyhody a nevyhody

¢ Vyhody: Jednoduch4 implementace, efektivni pro malé vstupy, efek-
tivni pro témér sefazena pole.

¢ Nevyhody: Pomaly pro velké, nahodné vstupy.

INSERTION-SORT (A4, n)

1 fori =2ton

2 key = Ali]

3 // Insert A[i] into the sorted subarray A[1:i — 1].
4 j=i—1

5 while j > 0 and A[j] > key

6 A[j +1] = A[j]

7 j=j—-1

8 Alj + 1] = key

* Vstupem jsou dva parametry:

— Pole A obsahujici hodnoty k fazeni.

— Pocet hodnot n k Fazeni.



Hodnoty v poli zabiraji pozice A[1] az A[n], coZ zna¢ime jako A[1:n].

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ BRI4T[113]  © RIsE6[1[3] © [2[4[s]el1]3]

4 N 1y

N\ NS

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [2]4]5]6[1]3 © [1]2]4]5]6]3] ® [1]2]3]4]5]6]
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Pocateéni pole: [5,2,4,6,1,3] (2 je klic)
2 < 5, posuni 5 doprava: [2,5,4, 6,1, 3] (4 je kli¢)

4 < 5, posun 5 doprava; 4 > 2: [2,4,5,6, 1, 3] (6 je klic)

2 Casova slozitost

¢asova slozitost vypoctu je soucet cen vSech vykonanych operaci
Casova slozitost algoritmu je funkce délky vstupu

slozitost v nejhorsim pripadé maximalni délka vypoétu na vstupu

délky n

slozitost v nejlepsim ptripadé miniméalni délka vypoctu na vstupu délky

n

priimérna slozitost pramér slozitosti vypo¢ti na vSech vstupech délky

n

slozitost = ¢asova slozitost v nejhorsim pripadé

Analyzujeme pocet elementarnich operaci (porovnani, prifazeni).

Kazdy Fadek kédu ma uréitou “cenu” provedeni.

t, oznacuje pocet opakovani while cyklu pro danou hodnotu ¢

INSERTION-SORT (A, 1)

1
2
3
4
5
6
7
8

fori = 2ton

key = Ali]
// Insert A[i] into the sorted subarray A[1:i — 1].
j=i-1

while j > 0 and A[j] > key
A[j + 1] = A[/]
j=i-1

Alj + 1] = key

cost
C1
Ca

0

Cq
Cs
Ce
C7
Cs

times

n

n—1

n—1

n—1

er‘l=2 li
it =1
it =1
n—1



T'(n) = ¢;ntcy(n—1)+cy(n—1)+c; Z ti+ce Z<t¢—1>+07 Z(H‘U"‘%(”‘D

1=2 1=2 1=2
* Pole je jiz sefazeno.

* Vnitini ‘while‘ cyklus se pro kazdé j provede jen jednou (prvni porovnani
selze).

T(n)=cn+cy(n—1)+cy(n—1)+c5 Zt]—
j=2

+ ¢ Z(tj — 1) +c, Z(tj —1) 4 ¢g(n—1)

=cntcn—1)4+c¢mn—1)4+cs(n—1)+cg(n—1)
=an+b
linearni sloZitost

¢ Slozitost: O(n) — pozdé&ji

* Pole je sefazeno v opa¢ném poradi (sestupné).
1
T(n)=cn+cyn—1)+c4(n—1)+cs5 (n(nJr) _ 1)

ey (MY 4y (1Y 4

=an?+bn+c
kvadraticka slozitost

* Slozitost: ©(n?) — pozdgji

Zaveér
Insertion Sort je efektivni pro malé vstupy nebo témér sefazena pole, ale pro
velké nahodné vstupy je neefektivni.

3 Korektnost algoritmu

vstupni podminka — ze vSech mozZznych vstupid pro dany algoritmus vyme-
zuje ty, pro které je algoritmus definovan

vystupni podminka — pro kazdy vstup daného algoritmu spliujici vstupni
podminku uréuje, jak méa vypadat vysledek odpovidajici danému vstupu



algoritmus je (totalné) korektni jestliZze pro kazdy vstup spliujici
vstupni podminku vypocet skonci a vysledek splnuje vystupni

podminku

uplnost (konvergence) — pro kazdy vstup spliiujici vstupni podminku vy-

pocet skonéi

castecéna (parcialni) korektnost — pro kazdy vstup, ktery spliiuje vstupni

podminku a vypocet na ném skonéi, vystup spliiuje vystupni podminku

analyzujeme efekt jednotlivych operaci

analyza efektu cyklu

u vnorenych cykld za¢iname od cyklu nejhlubsi trovné
pro kazdy cyklus ur¢ime jeho invariant

invariantem cyklu je takové tvrzeni, které plati pied vykondnim a po
vykonéani kazdé iterace cyklu

dokazeme, Ze invariant cyklu je pravdivy
vyuZitim invariantu

e dokazeme koneénost vypocétu cyklu

e dokazeme efekt cyklu

Inicializace: invariant je platny pred zac¢atkem vykonavani cyklu

Iterace: jestliZze invariant plati pied iteraci cyklu, zistava v platnosti i po

vykondni iterace

Ukonceni: cyklus skon¢i a po jeho ukonceni garantuje platny invariant

pozadovany efekt cyklu

INSERTION-SORT (A, 1)

1
2
3
4
5
6
7
8

fori =2ton

key = Ali]
// Insert A[i] into the sorted subarray A[1:i — 1].
j=i—1

while j > 0 and A[j] > key
Alj + 1] = 4[]
J=7Jj-1

Alj + 1] = key

¢ PouzZivame invariant cyklu pro ‘for‘ cyklus:

10



¢ Invariant: Na zacatku kazdé iterace ‘for‘ cyklu (pro index i) obsahuje

pole A[l : i — 1] prvky ptvodniho pole A[1: i — 1] v seFazeném poiadi.

1. Inicializace (i = 2): Podpole A[1] je vZdy setfazené. Invariant plati.

. Induktivni krok: Predpokladejme, Ze invariant plati pro i. Iterace

algoritmu vezme A[i] a vloZi ho na spravné misto do jiz sefazeného
pole A[1 : i — 1]. Tim vznikne sefazené pole A[l : i|. Konec iterace, i se
inkrementuje na i + 1, a invariant plati pro dalsi iteraci.

. Ukonceni (i = n + 1): Proménna cyklu i za¢ina na 2 a v kazdé iteraci

se zvy§uje o 1. Jakmile hodnota i pfekro¢i n (na Fadku 1), cyklus se
ukondi (tj. i se rovnéd n + 1). Dosazenim n + 1 za i do invariantu ziskame,
zZe pole A[l : n] obsahuje prvky, které byly ptivodné v A[1 : n], ale jsou
nyni sefazeny. Algoritmus je tedy korektni.

4 Metoda Rozdél a panuj

* Mnoho efektivnich algoritmu je zaloZeno na této rekurzivni technice.

* Tt¥i kroky:

1. Rozdél (Divide): Rozdél problém na nékolik mensich podproblé-
mu, které jsou instancemi stejného problému, ale mensi.

2. Panuj (Conquer): Rekurzivné fe§ podproblémy. Pokud jsou pod-
problémy dostateéné malé, fes je piimo.

3. Slué¢ (Combine): Zkombinuj FeSeni podproblému do Feseni pti-
vodniho problému.

* Kroky Merge Sortu pro razeni pole Afp : r]:

1. Rozdél: Rozdél pole Alp : r] na dvé podpole: A[p:gla Alg+1:7],
kde g je stied p a r.

2. Panuj: Rekurzivné sefad obé podpole volanim MERGE-SORT pro
Alp:qlaAlg+1:7].

3. Slué: Slué (merge) sefazend pole Alp : ¢] a A[g + 1 : r] do jednoho
sefazeného pole Afp : r].

e Zakladni pripad: Pokud pole obsahuje jeden prvek, je jiz sefazeno.

MERGE-SORT(A4, p,r)

N N R W -

ifp>r // zero or one element?
return

qg=|(p+r)/2] // midpoint of A[p:r]

MERGE-SORT(A4, p, q) // recursively sort A[p : q]

MERGE-SORT(A4,q + 1,r) // recursively sort A[g + 1:7]

// Merge A[p:q]and A[g + 1:r]into A[p:r].
MERGE(A4, p,q,1)

11



N OB W N -

p q r
1 2 3 4 5 6 7 8
[12[3]7]914[6]11]2]

divide 1 11
P q r P q r
1 2 3 4 5 6 7 8
G
divide 2 6 12 16
pqg r pqgr pqg r pqg r
1 2 3 4 5 6 7 8
@3] [l 6 B
divide 4 7 8 13 14 17 18

N

r pr pr pr pr pr
2 4 5 6

3
p.r p.r

1 3 7 8
B OB M M E

1 2 3 4 5 6 7 8
2] [3] [7] [=] P4l [e] [m] [2]
merge 5 9 15 19
pq r pgq r pqr pq r
1 2 3 4 5 6 7 8
3I2]  [7]o] [efw4]  [2]u]
merge 10 20
P q r P q r
1 2 3 4 5 6 7 8
[3]7]2]12] [2]6]11]14]
merge 21

r

1 2 3 4 5 6 7 8
[2]3]6]7]9]1]12]14]

np=q—p+1 // length of A[p :q]

nR =r—q // length of A[g + 1:7]

let L[0:ny — 1] and R[0:ng — 1] be new arrays

fori = 0ton, —1 // copy A[p:q]into L[0:n, — 1]
L[i] = A[p +i]

for j =0tong—1 // copy Alg + 1:r]into R[0:ng — 1]
R[j]1 = Alg +j + 1]

12



// i indexes the smallest remaining element in L
// j indexes the smallest remaining element in R
// k indexes the location in A to fill

11 // Aslong as each of the arrays L and R contains an unmerged element,
/ copy the smallest unmerged element back into A[p: r].

8 i =0

9 j =0

10 k=p

12 whilei <ny and j <ng
13 if L[i] < R[j]

14 Alk] = LJi]

15 i=i+1

16 else A[k] = R[J]
17 j=7j+1

18 k=k+1

19 // Having gone through one of L and R entirely, copy the
/ remainder of the other to the end of A[p :r].

20 whilei <np,

21 Alk] = LJi]
22 i =i+1
23 k=k+1
24 while j <npg

25 Alk] = R[j]
26 j=7j+1
27 k=k+1

10 11 12 13 14 15 16 17

A RB LN BEE

0O 1 2 3 0O 1 2 3
AR ORI NEAEIE

i J

(@)
11 12 13 14 15 16
BOHOUNHEHE

0 1 2 3 1 2 3

N o
i j

(©)

10 11 12 13 14 15 16 17
T4 TT7 2055 -

0O 1 2 3 1 2 3
i J

()

11 12 13 14 15 16 17
|1|2|2|7|1|2|3|5|

0 1 2 3 0 1 2 3
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¢ Dobu béhu rekurzivniho algoritmu lze éasto popsat rekurentni rov-
nici (rekurenci).

¢ Rekurence popisuje celkovou dobu béhu pro problém o velikosti n z hle-
diska doby béhu stejného algoritmu na mensich vstupech.

¢ Rekurence pro algoritmy "Rozdél a panuj”:

- T'(n) = doba béhu pro problém velikosti n.

- Pokud je velikost problému dostateéné mala (nap¥. n < n, pro
ng > 0), pfimocéaré Feseni trva konstantni €as, coz piSeme jako
O(1).

— Rozdéleni problému vede k a podproblémuiim, kazdy o velikosti
n/b.

- Reseni a podprobléms trva oT'(n/b) éasu.

— Pokud déleni problému na podproblémy trva D(n) ¢asu a kombi-
novani feSeni podproblému trva C'(n) ¢asu, dostaneme rekurenci:

T(n) = {@(1) pokud n < n,
Y TADM) + aT(n/b) + C(n) jinak

¢ Ignorovani dolnich a hornich celych ¢asti (floors a ceilings):

— Napf. MERGE-SORT déli problém velikosti n na podproblémy veli-
kosti |n/2] a [n/2].

— Protoze rozdil je nanejvys 1, jednoduse je budeme nazyvat oba jako
velikost n/2.

— Tato zjednoduseni obecné neovliviiuji fad rastu feseni rekuren-
ce.
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Vynechani explicitniho uvadéni bazovych pripada:

- Béazové ptipady jsou témér vidy T'(n) = ©(1) pro n < n, (néjakou
konstantu n, > 0).

— Doba béhu algoritmu na vstupu konstantni velikosti je vZdy kon-
stantni.

— Tim se uSetfi mnoho zbyteéného psani.
Pokud n = 1, pak T'(n) = ©(1) (zakladni piipad).
Pokud n > 1:

1. Rozdél: Vypocet ¢ trva D(n) = O(1).
2. Panuj: Dvé rekurzivni volani na pole o velikosti n/2. To je 2T (n/2).
3. Slué: Procedura MERGE pro pole o velikosti n trva O(n).

Rekurzivni vztah:
Tlm) = {ST(B”L/Q) +0(n) iﬁiﬁg . 1
Slozitost mergesortu je T'(n) = ©(nlogn).
Co to znamena a jak jsme k tomu dosli?
K analyze slozitosti mergesortu budeme potiebovat

1. jak tesit rekurzivni vztahy T'(n) — nyni jen struéné, vice pozdéji
2. asymptotickou notaci — ©() a pod. — za okamzik

(n) = ¢ pokud n =1
~ \27(n/2) + con  pokud n > 1
Uroveii 0 (koi-en): Problém velikosti n, cena c,n.

Urovei 1: Dva problémy velikosti n/2, kazdy s cenou c,n/2. Celkem

2 X cyn/2 = cyn.
Can

T(n/2) T(n/2)

T(n)
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T(n)

AN

T(n/2) T(n/2) can/2 con/2

AYA

T(/4)  Tn/4) T(/4)  T®n/4

T(n) = G pokud n =1
~ \27(n/2) + con  pokud n > 1

Uroveri 0 (koien): Problém velikosti n, cena c,n.

Uroveii 1: Dva problémy velikosti n/2, kazdy s cenou c,n/2. Celkem
2 X con/2 = cyn.

Uroven i: 2' problémii velikosti n/2¢, cena celkem 27 x ¢,n /2! = cyn.

Posledni uroven (listy): Velikost problému je 1. n/2F =1 = 2F =
n = k=log,n.

Na kazdé urovni je celkova cena cy,n — u listt je to ¢;n!
Pocet urovni je log, n + 1 (za¢indme od 0).

o ——————————> Con

7N

A

cn/2 cnf2 ——> con
lgn+1 / \ / \
cn/4 cn /4 cn/4 cn/4 —> con

ANARANA

Y €1 €1 €1 €1 €1 €1 € € € +=+C1 €1 € —> il

n
Total: conlgn + cin

(n) = ¢ pokud n =1
~ \27(n/2) + con  pokud n > 1
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Uroveri 0 (koi-en): Problém velikosti n, cena c,n.

Uroveii 1: Dva problémy velikosti n/2, kazdy s cenou c,n/2. Celkem
2 X cyn/2 = cyn.

e Uroven i: 2 problémii velikosti n/2¢, cena celkem 2 x ¢,n/2" = cyn.

Posledni uroven (listy): Velikost problému je 1. n/2" =1 = 2F =
n = k=log,n.

¢ Na kazdé drovni je celkova cena cyn — u list je to ¢y n!
* Pocet urovni je log, n + 1 (za¢indme od 0).

* Celkova cena: (log, n) x con + cyn = conlogn + ¢yn.

5 Uvod do asymptotické notace

Proc¢ jsme misto ©(1) psali ¢; a misto ©(n) psali ¢,n pro néjaké konstanty ¢,
acy?

¢ Uziteény odhad ¢asové (a prostorové) slozitosti algoritma.
¢ Problém: Piesny Cas zavisi na:

— Konkrétnim hardwaru (rychlost procesoru, pamét).
— Kompilatoru a programovacim jazyce.

- Kuvalité kédu programaétora.
¢ Chceme abstrahovat od téchto konkrétnich detaila.
Reseni

Asymptoticka notace ndm umoznuje popsat rychlost rastu ¢asu béhu algo-
ritmu s rostouci velikosti vstupu.

¢ Cas b&hu algoritmu T'(n) je ¢asto polynom, napi. T'(n) = an? + bn + c.

cv v

* Pro velké n (coz nas v analyze alg. zajima nejvice) dominuje ¢len
s nejvyssim stupném.

e Piiklad: T(n) = 2n2 + 100n + 500

- Pro n = 10: 200 4 1000 + 500 = 1700
- Pro n = 100: 20000 + 10000 + 500 = 30500
- Pro n = 1000: 2000 000 + 100000 + 500 = 2100 500

17



* Pro velké n, ¢len 2n? tvoii drtivou vétsinu. Konstantni faktor 2 je méné
dalezity nez n2.

Definice 5.1. Pro dané funkce f(n) a g(n) fekneme, ze f(n) € O(g(n)), pokud
existuji kladné konstanty c a n, takové, ze:

0< f(n) <c-g(n) provsechnan >n,

cg(n)

f(m)

n
no

f(n) = 0(g(m)
* O(g(n)) je mnoZina funkei. Misto f(n) € O(g(n)) se ¢asto pise f(n) =
O(g(n)).

* Znamena to, Ze f(n) roste nejvyse tak rychle jako g(n), az na kon-
stantni faktor a pro dostate¢né velké n.

¢ Poskytuje asymptoticky horni odhad.
* Chceme najit c a n, tak, aby 2n? + 3n + 1 < ¢ - n? pro véechna n > n,,.
e Pron>1:
2n2 +3n+1<2n?+3n% +n? (protozen <n?al<n’pron>1)
= 6n?
* MizZeme zvolitc =6 any = 1.
* Tedy 2n + 3n + 1 € O(n?).
Obecné

Jakykoli polynom a;n* +a,_;n*~! +--+a, je v O(n*). Stadi vzit c jako soucet
absolutnich hodnot koeficientti a ny = 1.

* Chceme 3n+2 < c-n pron > n,.
* Pokud n > 2, pak 3n +2 < 3n +n = 4n.

* Muzeme zvolit c =4 an, = 2.
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* Tedy 3n+2 € O(n).

Zavér

rustu funkece.

Definice 5.2. Pro dané funkce f(n) a g(n) fekneme, ze f(n) € Q(g(n)), pokud
existuji kladné konstanty c a n, takové, ze:

0<c-g(n) < f(n) provsechnan >n,

Q)

cg(n)

n
no

fn) =Q(gn))
* Znamena to, Ze f(n) roste alespon tak rychle jako g(n), az na kon-
stantni faktor a pro dostatec¢né velké n.
¢ Poskytuje asymptoticky spodni odhad.
* Chceme najit c a n, tak, aby ¢ - n? < 2n? + 3n + 1 pro vSechna n > n,.
* MizZeme zvolitc =1an,=1.
* Pak 1-n? < 2n? + 3n + 1 zjevné plati pron > 1.
* Tedy 2n? 4+ 3n + 1 € Q(n?).
Vztah s Big-O

f(n) € Q(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € O(f(n)). Jsou to navzdjem “inverzni”
notace pro horni/dolni odhad.

Definice 5.3. Pro dané funkce f(n) a g(n) fekneme, ze f(n) € O(g(n)), pokud
existuji kladné konstanty c,, ¢, a n, takové, ze:

0<¢; -g9(n) < f(n) <cy-g(n) provsechnan > n,
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c28(n)

Q)

c18(n)

n
no

f(n) = 06(g(n)
¢ Znamena to, Ze f(n) roste stejné rychle jako g(n), az na konstantni
faktory a pro dostateéné velké n.
¢ Poskytuje asymptoticky tésny odhad (horni i dolni).

¢ Ekvivalence: f(n) € ©(g(n)) pravé tehdy, kdyz f(n) € O(g(n))a f(n) €
Q(g(n)).

* Chceme najit ¢y, ¢y a ng tak, aby ¢;n? < 2n? +3n + 1 < ¢yn?.

* Z Big-O piikladu vime, Ze 2n2 + 3n + 1 < 6n2 pro n > 1. TakZe miiZzeme
pouZit ¢, = 6.

e 7 Omega prikladu vime, ze 1n? < 2n? +3n+1pron > 1. TakZe miiZeme
pouzit ¢; = 1.

* Spolec¢né ny = 1.

e Tedy 2n? + 3n + 1 € ©(n?).

Shrnuti
* f(n) =0(g(n)): f(n) roste nejvyse tak rychle jako g(n).
* fn)
* fn)

Q(g(n)): f(n) roste alespon tak rychle jako g(n).

O(g(n)): f(n) roste stejné rychle jako g(n).

Definice 5.4. Funkce f(n) je v o(g(n)), pokud pro libovolnou kladnou kon-
stantu ¢ > 0 existuje konstanta n, > 0 takova, Ze

0< f(n) <c-g(n) provsechnan > n,

* Znamena to, Ze f(n) roste podstatné pomaleji nez g(n), tj. lim,,_, % =
0.
o Priklad: n? € o(n?) protoze lim,, . % = lim,_, 1 =o0.
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* Vztah s Big-O: Pokud f(n) € o(g(n)), pak f(n) € O(g(n)), ale ne
naopak.

Definice 5.5. Funkce f(n) je vw(g(n)), pokud f(n) roste podstatné rychleji
nez g(n). Formélné:

f(n) € w(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € o(f(n))

* Znamena to, Ze f(n) roste podstatné rychleji nez g(n), tj. lim,, , % =
0.

e Piiklad: n® € w(n?) protoze lim,,_,_ % = lim n = oo.

¢ Vztah s Big-Omega: Pokud f(n) € w(g(n)), pak f(n) € 2(g(n)), ale ne
naopak.

n—00

* Asymptoticka notace ndm umoznuje uspotrdadat funkce podle jejich rych-
losti rastu.

¢ Intuitivné: f < g znamena f € o(g).

¢ Priklady béZnych funkci (od nejpomalejsi po nejrychlejsi):
- Konstantni: ©(1)
- Logaritmické: ©(logn)
- Polylogaritmické: @(logk n)
- Linearni: O(n)
- Linearni logaritmické: ©(nlogn)
- Kvadratické: ©(n?)
- Polynomilni: ©(n*) (kde k > 1 je konstanta)
- Exponencialni: ©(a") (kde a > 1 je konstanta)
- Faktorial: ©(n!)

e Vidy plati: logn < n < nlogn < n? < n? < 2" < nl.

* V analyze algoritmu se téméi vzdy pouziva zaklad 2 pro logaritmy
(log, n). Pokud nent specifikovano, logn znamena log, n. Dvodem je,
Ze zména baze logaritmu je jen konstantni faktor

log =
log, » = 8

log b
a ty asymptotick4 notace ignoruje.

¢ Polynomialni vs. Exponencialni: Algoritmy s polynomidlni sloZi-
tosti (n*) jsou povazovany za efektivni (polynomidlni ¢as), zatimco
algoritmy s exponencialni slozitosti (a™) jsou obvykle neefektivni pro
velké vstupy.
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Cilem je pouzit asymptotickou notaci co nejpresnéji.

Priklady pro tiridéni vkladanim (Insertion Sort):
¢ Nejhorsi pripad:

- Spravné lze Fici: O(n?), Q(n?), O(n?).

- O(n?) je nejpiresnéjsi, a proto nejpreferovanéjsi.
¢ Nejlepsi pripad:

- Spravné lze fici: O(n), Q(n), O(n).

- O(n) je nejpresnéjsi, a proto nejpreferované;si.
¢ Co neni spravné:

- “Doba b&hu tazeni vkladanim je ©(n?).”

— Toto je prehanéni, protoZe nezminuje “nejhorsi piipad” a vytvari

plosné prohldSeni. Insertion Sort nebézi v éase O(n?) ve viech
piipadech (napf. v nejlepsim p¥ipadé je O(n)).

- Podobné nelze Fici: “Doba béhu razeni vkladanim je ©(n).”
¢ Co je spravné:

- “Doba b&hu fazeni vkladanim je O(n?)”, protoZe ve vSech pripadech
doba b&hu neroste rychleji nez n2. (U O(n?) neni problém, pokud
existuji pripady, kde roste pomaleji).

- “Doba béhu razeni vkladanim je Q(n).”
¢ Pro Merge Sort:

— Jelikoz Merge Sort bézi v ¢ase ©(nlogn) ve vSech pripadech,
lIze jednoduse Fici: “Doba béhu Merge Sortu je O(nlogn).” bez
specifikace nejhorsiho, nejlepsiho nebo jiného piipadu.

Casta chyba: Zaména O-notace a O-notace.
¢ Lidé mylné pouzivaji O-notaci k oznaceni asymptoticky tésného odhadu.

¢ Napt. “algoritmus s éasovou slozZitosti O(nlogn) je rychlejsi nez algo-
ritmus s O(n?).” Toto tvrzeni je zavadé&jici, protoZe algoritmus O(n?)
miZe ve skutecnosti bézet v ¢ase O(n).

* Volte vhodnou notaci: Pro asymptoticky tésny odhad pouzijte O-

-notaci.

Cil: Nejjednodussi a nejpiresnéjsi odhady.
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* Pokud m4 algoritmus dobu b&hu 3n?+20n ve vSech ptipadech, zapiseme
ji jako ©(n?).
* I kdyz je formalné spravné O(n?) nebo ©(3n? + 20n), nejsou tyto vyrazy
tak uziteéné:
- O(n®) je méné p¥esné.
- O(3n? + 20n) zastinuje ¥ad rastu zbyteénou slozitosti.
¢ Formalné definujeme asymptotickou notaci pomoci mnozin, ale v rovni-

cich pouzivame znaménko rovnosti (=) namisto znaménka piislus-
nosti k mnoziné (€).

¢ Interpretace:

- Samostatna notace na pravé strané: Napi. 4n? + 100n + 500 =
O(n?) znamena 4n? + 100n + 500 € O(n?). Znaménko rovnosti zde
znamend piislu§nost k mnoziné.

vvvvvv

stupuje néjakou anonymni funkci, kterou nechceme jmenovat.
% Napft. 2n? + 3n + 1 = 2n? + O(n) znamena, Ze 2n° + 3n + 1 =
2n? + f(n), kde f(n) € ©(n). V tomto ptipadé je f(n) = 3n + 1.

e Uéel: Pouziti asymptotické notace timto zptisobem miiZe pomoci elimi-
novat nepodstatné detaily a nepiehlednost v rovnici.

- Napi. rekurence pro Merge Sort: T'(n) = 27(n/2) + O(n). Nema
smysl specifikovat pfesné vSechny ¢leny nizsiho tadu, kdyz jsou
zahrnuty v anonymni funkci ©(n).

¢ Pocet anonymnich funkci:

— Odpovida poétu, kolikrat se asymptoticka notace objevi ve vyrazu.

— Napi. ve vyrazu Z:,; L O(7) existuje pouze jedna anonymni funk-
ce (funkce proménné 7).

— Tento vyraz se lisi od O(1) + O(2) + --- + O(n), ktery nema jasnou
interpretaci.

¢ Asymptoticka notace na levé strané rovnice:

- Napt. 2n% + O(n) = O(n?).

- Pravidlo interpretace: Bez ohledu na to, jak jsou vybrany ano-
nymni funkce na levé strané rovnosti, existuje zptisob, jak vybrat
anonymni funkce na pravé strané, aby rovnice platila.

- Priklad interpretace: Pro jakoukoli funkci f(n) € ©(n) existuje
funkce g(n) € ©(n?) takova, Ze 2n + f(n) = g(n) pro vSechna n.
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- To znamena, Ze prava strana rovnice poskytuje hrubsi aroven
detailt nez leva strana.

¢ Je mozné Fetézit nékolik takovych vztaha za sebou, napt.:

2n? +3n+1=2n? + O(n) = O(n?)

¢ Kazda rovnice se interpretuje samostatné podle vyse uvedenych pra-
videl.

¢ Interpretace iretézce:

- Prvni rovnice: 2n? + 3n + 1 = 2n? 4+ O(n) znamena, Ze existuje
funkce f(n) € ©(n) takova, ze 2n+3n+1 = 2n%+ f(n) pro viechna
n.

- Druha rovnice: 2n? + O(n) = ©(n?) znamen4, ze pro jakoukoli
funkeci g(n) € ©(n) (jako je f(n) z pfedchozi rovnice) existuje funkce
h(n) € ©(n?) takova, zZe 2n? + g(n) = h(n) pro véechna n.

* Tato interpretace naznaduje, Ze 2n” + 3n + 1 = O(n?), coz intuitivné
vyplyva z fetézeni rovnic.

¢ Dalsim zjednoduSenim asymptotické notace je, Ze proménna jdouci
k nekone¢nu musi byt odvozena z kontextu.

* Priklad:

- O(g(n)): predpokladéame, Ze nas zajima rust g(n) s rostoucim n.
- O(g(m)): mluvime o riastu g(m) s rostoucim m.

- Volna proménna ve vyrazu ukazuje, ktera proménna jde k neko-
neénu.

* Nejcastéjsi situace: Vyraz O(1).
— Z vyrazu nelze odvodit, ktera proménna jde k nekone¢nu, protoze
tam Zadna proménnd neni.
- Kontext musi odstranit nejednoznac¢nost. Napt. v rovnici
f(n) = O(1) je ztejmé, Ze proménnou je n.

- Diky kontextu mtiZeme vyrazu dokonale porozumét: f(n) = O(1)
znamena, Ze funkce f(n) je shora ohrani¢ena konstantou, kdyz
n jde k nekoneénu.

- Duavod zjednoduseni: Explicitni uvedeni proménné by notaci
zahltilo. Kontext zajistuje srozumitelnost.

¢ Dalsi zptisob zjednoduseni nastava, kdyz je funkce uvniti asymptotické
notace ohrani¢ena kladnou konstantou, napt. 7 (n) = O(1), a to
zejména pii uvadéni rekurenci.
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e Piiklad: Casto se pise T'(n) = O(1) pron < 3.

- Formalné je to nesmysl: Definice O-notace ¥ika, ze T'(n) je shora
ohraniéeno kladnou konstantou ¢ pro n > n, (pro néjaké n, > 0).
Hodnota T'(n) pro n < n, nemusi byt takto ohranicena. Tedy
z T(n) = O(1) pro n < 3 nelze odvodit Zddné omezeni, pokud by
ng > 3.

* Konvenc¢ni vyznam: Kdyz fikame T'(n) = O(1) pro n < 3, konvenéné
se tim mysli, Ze existuje kladna konstanta c takova, ze T'(n) < ¢
pron < 3.

— Toto konvenéni pouziti Setfi namahu s pojmenovanim kon-
stanty, umoznuje ji zistat anonymni, zatimco se soustiedime na

— Podobna zjednoduseni se vyskytuji i u jinych asymptotickych notaci
(napt. T(n) = O(1) pro n < 3 znamena, zZe T(n) je shora i zdola
ohraniceno kladnymi konstantami, kdyz n < 3).

* Omezené domény vstupnich velikosti:

— Nékdy funkce popisujici dobu béhu algoritmu nemusi byt definova-
na pro urcité velikosti vstupu (napi. kdyz algoritmus piedpoklada,
Ze velikost vstupu je piesnd mocnina 2).

- Asymptotickou notaci stale pouzivame k popisu rastu doby béhu,
s pochopenim, Ze jakékoli omezeni plati pouze tam, kde je funkce
definovana.

- Napft. f(n) = O(g(n)) pro f(n) definované jen na podmnoziné p¥iro-
zenych ¢isel znamena, ze odhad 0 < T'(n) < cg(n) plati pro vSechna
n > n, vdoméné f(n).

— Toto zjednoduseni se ziidka zminuje, protoze vyznam je obvykle
jasny z kontextu.
* Proc¢ “zjednoduseni” notace?
- V matematice je piijatelné a ¢asto zadouci “zjednodusit” notaci,
pokud ji pouzivame spravné.

— Pokud piesné rozumime, co se zjednoduSenim mysli, a nedélame
chybné zavéry, muze to:

% Zjednodusit nd$ matematicky jazyk.
# PFispét k nasemu pochopeni na vyS$si trovni.
* Pomoci nam sousttedit se na to, co je skuteéné dtlezité.

e Tranzitivita:

- Pokud f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(h(n)), pak f(n) € O(h(n)).
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- Plati obdobné pro (), ©(), o(), w().
Reflexivita:
= f(n) € O(f(n))
- f(n) € Q(f(n))
- f(n) € ©(f(n))
Symetrie:
- f(n) € ©(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € ©(f(n)).
Transpozic¢ni symetrie:
- f(n) € O(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € Q(f(n)).
- f(n) € o(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € w(f(n)).

Diky vlastnostem asymptotickych notaci mizZeme vytvorit analogii
mezi asymptotickym srovnanim dvou funkei f a g a srovnanim dvou
realnych éisel a a b:

- f(n) =0(g(n)) jejakoa < b

- f(n)=9Q(g(n)) jejakoa > b

- f(n) =06(g(n)) je jakoa = b

- f(n) =0(g(n)) je jakoa < b

= f(n) = w(g(n)) je jako a > b
Rikame, e f(n) je asymptoticky mensi nez g(n), pokud f(n) =
o(g(n)).

Rikame, Ze f(n) je asymptoticky vétsi nez g(n), pokud f(n) = w(g(n)).

Jedna vlastnost realnych ¢isel se v§ak na asymptotickou notaci nepre-
nasi:

Trichotomie pro realna ¢isla: Pro jakéakoli dvé realna ¢éisla a a b
musi platit pfesné jedno z nésledujiciho: a < b, a = b, nebo a > b.

Ackoliv Ize porovnat jakédkoli dvé realna ¢isla, ne v§echny funkce
jsou asymptoticky srovnatelné.

- To znamen4, Ze pro dvé funkce f(n) a g(n) nemusi platit ani f(n) =
O(g(n)), ani f(n) = Q(g(n)).

Priklad nesrovnatelnych funkei:

- Nelze porovnat funkce n a n' "™ pomoci asymptotické notace.

- Hodnota exponentu v n'*5"" osciluje mezi 0 a 2, priéem¥ nabyva
vSech hodnot mezi nimi.
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Rust funkei
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Obrazek 3: Grafické porovnani rychlosti rastu funkei
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¢ Asymptoticka notace: Nastroj pro popis rychlosti rastu funkei, igno-

PR

¢ Big-O (0): Horni asymptoticky odhad (f(n) roste nejvyse tak rychle
jako g(n)).

* Omega (2): Dolni asymptoticky odhad (f(n) roste alespon tak rychle
jako g(n)).

* Theta (0): Tésny asymptoticky odhad (f(n) roste stejné rychle jako
g(n)).

¢ Little-o (0): Netésny horni odhad (f(n) roste podstatné pomaleji nez
g(n)).

¢ Little-omega (w): Netésny dolni odhad (f(n) roste podstatné rychleji
nez g(n)).

¢ Hierarchie funkci: UmozZiuje srovnavat algoritmy a pochopit jejich
Skalovatelnost.

Monotonicita:

¢ Funkce f(n) je monotonné rostouci, pokud m <n = f(m) < f(n).
* Monotonné klesajici, pokud m <n = f(m) > f(n).

¢ Striktné rostouci, pokud m <n = f(m) < f(n).

¢ Striktné klesajici, pokud m <n = f(m) > f(n).

s v 2

Funkce dolni cela ¢ast (|z|) a horni cela ¢ast ([z]):
* |z]: nejvétsi celé éislo mensi nebo rovné z.
* [z]: nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné x.
¢ Obé funkce jsou monotonné rostouci.

¢ Kli¢ové vlastnosti: Pro celé ¢islo n a realné ¢éislo x:

- ) =n=[n]
—r—1l<|z]<z<fr]<ax+1
- l-a) =[]

- |n+z]=n+|z]; [n+2] =n+[x]
Modularni aritmetika:
* a (mod n): zbytek po déleni a/n.

* Plati: 0 < a (mod n) < n (i pro zdporné a).
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¢ Ekvivalence modulo n (¢ = b (mod n)):

- Znamena, Ze a a b maji stejny zbytek po déleni n.
- Ekvivalentné: n je délitelem b — a.

- Zapis a # b (mod n) pro neekvivalentni hodnoty.

Polynomy:
* Polynom stupné d: p(n) = Z‘;:O a;n’, kde a, # 0.
¢ Asymptoticky pozitivni: pokud a,; > 0.
* Pro asymptoticky pozitivni polynom stupné d: p(n) = ©(n?).
* Vlastnosti n®:

— Monotonné rostouci pro a > 0.

— Monotonné klesajici pro a < 0.

* Funkce f(n) je polynomialné ohraniéen4, pokud f(n) = O(n*) pro
néjakou konstantu k.

¢ Zakladni identity exponencial (a > 0,m,n realné):

-ad’=1a' =a,at=1/a

- (am)n — amn’ (am)n — (an)m’ a™a® = am+n
* Monotonicita: Funkce ¢" je monotonné rostouci v n pro a > 1.
¢ Vztah k polynomum:

- Pro a > 1 alibovolné b plati lim,,_, Z—b = 0.
- Z toho vyplyva: n® = o(a™).
- Jakakoli exponenciilni funkce se zakladem striktné vétsim
nez 1 roste rychleji nez jakakoli polynomialni funkce.
e Zaklad e ~ 2.71828 (prirozeny logaritmus):

o . 2 3 i
- Taylortav rozvoj: e* =1+ + 5 + 5 + - = Zio &
— Nerovnosti:

% 1+ x < e® (rovnost jen pro x = 0).
% Projz| < li14+ax<e® <1+ax+22
- Aproximace pro z — 0: €* = 1 + z + O(2?).

- Dulezit4 limita: lim,,_, . (14 £)" = €.

¢ Notace:
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- logn = log, n (binarni logaritmus)
- Inn =log_n (pfirozeny logaritmus)
- log" n = (logn)* (exponent)
- loglogn = log(logn) (kompozice)

¢ Konvence:

— Bez zavorek se logaritmicka funkce vztahuje pouze na nasledujici
¢len.

- Napft. logn + 1 znamena (logn) + 1, ne log(n + 1).
* Obecné vlastnosti logaritmu (pro b > 1):

- Nedefinovany, pokud n < 0.

— Striktné rostouci, pokud n > 0.

— Negativni, pokud 0 < n < 1.

- Pozitivni, pokud n > 1.

- 0, pokud n = 1.

¢ Proc logn (zaklad 2) je preferovany:

— Pocitacovi védci povazuji 2 za nejprirozenéjsi zdaklad, protoze mno-
ho algoritmt a datovych struktur zahrnuje rozdéleni problému na
dvé casti.

* Logaritmické identity (a,b,c > 0, baze + 1):

-—aq= blogb a

- log_(ab) = log_a +log b

- log, a" =nlog, a

- log,(1/a) = —log, a

- log,a=1/log b

_ alOgbC — Clogba

e Radovy rozvoj pro In(1 + z) (pro |z| < 1):

-In(l+a)=z— L +2 2y

¢ Nerovnosti pro In(1 + z) (pro z > —1):

— x

itz < In(1+z) <z (rovnost jen pro x = 0).

* Polylogaritmicky ohranic¢ena funkce:
- Funkee f(n) je polylogaritmicky ohranidena, pokud f(n) = O(log* n)

pro néjakou konstantu k.
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¢ Vztah k polynomum:

- Pro a > 0 a libovolné b plati log” n = o(n®).

- Jakakoli pozitivni polynomialni funkce roste rychleji nez
jakakoli polylogaritmicka funkce.

e Faktorial (n!):

z Mz

— Definice pro cela ¢islan > 0:

* 0l=1

¥ nl=n-(n—1)pron>0
—Tedyn!'=1-2-3----n.
- Odhad faktoridlu:

% Slaby horni odhad: n! < n".

# Stirlingova aproximace: n! = v2mn (2)" (1+© ()).
- Asymptotické vlastnosti:

* nl = o(n")

* nl = w(2")

# log(n!) = ©(nlogn)

* Funkcionalni iterace (f¥)(n)):

- Iterativni aplikace funkce f(n) i-krat na poéateéni hodnotu n.
- Definice:

x fOn)=n

# fU(n) = f(f% D (n)) proi >0
- Ptiklad: Pokud f(n) = 2n, pak f!)(n) = 2'n.

¢ Iterovany logaritmus (log* n):

- Definice: log" n = min{i > 0 | log(i) n < 1}, kde log(i> n je logarit-
mus aplikovany i-krat.

- Je to velmi pomalu rostouci funkce.

- Priklady hodnot:
% log"2=1
% log"4 =2
* log" 16 = 3

x log* 65536 = 4
% log™(2065536) = 5

- Malokdy se setkdme se vstupni velikosti n, pro kterou log* n > 5.

¢ Fibonacciho éisla (F)):
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— Definice pro i > 0:
¥ Fy=0
* Fp =1
* F,=F, |+ F,_5proi>?2
- Posloupnost: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...
- Vztah ke zlatému rezu (¢):
% Zlaty ez ¢ = £/5 ~ 1.61803 a jeho konjugace ¢ = 1570 ~
—0.61803 jsou kofeny rovnice z2 = = + 1.

P
el

S

# Uzavreny tvar (Binettv vzorec): F;, =

- Vlastnost zaokrouhleni: F, = L\% + 1.

— Fibonacciho ¢isla rostou exponencialné.

6 Uvod do rekurzivnich vztaht

* Mnoho algoritmi je rekurzivnich (napt. Merge Sort, Quick Sort).

¢ Jejich ¢as béhu se piirozené popisuje rekurzivnimi vztahy (reku-
rencemi).

* Rekurence je rovnice, ktera popisuje funkci pomoci své hodnoty na
jinych argumentech.

* Piiklad (Merge Sort): T'(n) = 2T'(n/2) + ©(n)
- 2T (n/2): Dvé rekurzivni volani na polovi¢ni velikosti vstupu.
— O(n): Cena déleni a sluéovani.
¢ Rekurence je dobre definovana, pokud existuje alespon jedna funkce,

ktera ji splnuje.

Cil
Naucit se metody pro Feseni rekurzivnich vztaht a ziskat asymptoticky odhad
jejich éasové sloZitosti.

Rekurence T'(n) je algoritmicka, pokud pro kazdou dostate¢né velkou
konstantu n, > 0 plati néasledujici dvé vlastnosti:

* Pro vSechna n < ny:T(n) =06(1).

— T'(n) je shora i zdola ohrani¢eno kladnymi konstantami pro vstupy
mensi nez n.

* Pro vSechna n > n,: Kazdé volani rekurze konéi v bazovém
pripadé v kone¢ném poctu rekurzivnich volani.
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- Kazdy platny vstup musi algoritmus vytesit v koneéném case.
— Pokud by to neplatilo, algoritmus by nebyl korektni (nap¥. neko-
necna rekurzivni smycka).

Doba béhu T'(n) je chapana jako definovana pouze pro hodnoty n, pro které
ma algoritmus platné vstupy. Rekurence pro nejhorsi piipad korektniho
“rozdél a panuj” algoritmu je algoritmicka.

¢ Konvence 1: Piredpokladany bazovy pripad.

- Kdykoli je rekurence uvedena bez bazového piipadu, predpokla-
dame, Ze je algoritmicka.

- Tj., mtzeme si vybrat libovolnou dostateéné velkou konstantu n,
kde T'(n) = O(1).

¢ Konvence 2: Vynechani dolni a horni celé casti.

— Asymptoticka feSeni algoritmickych “rozdél a panuj” rekurenci se
obvykle neméni, kdyz se vynechaji funkce |-] a [-].

- Nap¥. budeme ¢asto psat T'(n/2) misto T'(|n/2]|) nebo T'([n/2]).

¢ Rekurence jako nerovnosti:

- Nékdy se setkate s rekurencemi jako nerovnostmi, napt. T'(n) <
2T (n/2) + O(n).

— Takova rekurence uvadi pouze horni odhad na T'(n) a feSeni vyja-
diujeme pomoci O-notace.

— Podobné pokud je nerovnost opaénd, napt. T'(n) > 27 (n/2) + ©(n),
vyjadfujeme FeSeni pomoci 2-notace.

1. Substituéni metoda: Hadame feSeni a pak ho dokdzeme indukeci.

2. Metoda rekurzniho stromu: Rozvineme rekurenci do stromu a se-
¢teme naklady.

3. Master Theorem: Poskytuje “kuchaiku” pro fesSeni urcitého typu
rekurenci.

6.1 Substituéni metoda

¢ Krok 1: Hadej ireseni. To je nejtézsi éast. Casto se pouZziva intuice ze
stromt rekurze nebo zkusSenost.

¢ Krok 2: Dokaz indukéné. Pouzije se matematicka indukce k proka-
zani, Ze hadané fesenti je spravné.

— Indukéni predpoklad: Predpokladame, Ze eSeni plati pro mensi
hodnoty & < n.
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— Indukéni krok: Dokazeme, Ze ieSeni plati pro n.
— Zakladni pripad: Ovéiime pro malé n (napt. n = 1).

* Hadej Feseni. Z Merge Sortu vime, Ze by to mohlo byt ©(nlogn).
Zkusime ukazat, ze T'(n) < cnlogn pro néjaké ¢ > 0 any > 0.

e Diukaz indukei.

- Indukéni predpoklad: Predpokladejme, ze T'(k) < cklogk pro
vSechna ny, < k < n. Konkrétné pro k = [n/2] > ng, tj. mame
n > 2ng.

— Indukéni krok:

T(n) <2T(|n/2])+c'n

< 2(c|n/2]log(|n/2])) + ¢'n (dle indukéniho predpokladu)

< 2(e(n/2)log(n/2)) + ¢'n (protoze |n/2] < n/2 alog je rostouci)
enlog(n/2) +c'n
= cn(logn —log2) + ¢'n

=cnlogn —cn+c'n

=cnlogn+ (¢’ —¢)n.

- Aby T'(n) < cnlogn, potiebujeme cnlogn+ (¢’ —c¢)n < cnlogn, pro
n > 2ng.

— To znamen4, ze (¢’ — ¢)n < 0. ProtoZze n > 0, musi platit ¢’ — ¢ <
0 = c>c.

¢ Jak je to pron, <n < 2ny?
¢ Zakladni pripad: Pro n, > 1 mame nlogn > 0.

* Zvolme n, = 2, pak, protoZe rekurence je algoritmicka, mame 7'(2) =
O(1)aT(3)=0(1).

* Zvolme ¢ = max{c’,7(2),T(3)},pak T'(2) <c < c-2log2=2caT(3) <
¢ < c-3log3.

* Celkem T'(n) < cnlogn pron > 2.
Zavér
Tim jsme ukazali, Ze T'(n) = O(nlogn). Stejnym zptsobem bychom dokézali
T(n) =Q(nlogn), atedy T'(n) = O(nlogn).

* Rekurence: T'(n) = T(|n/2]) + T([n/2]) + ©(1)

* Hadej reSeni: Mozna O(n)? Zkusime T(n) < cn pro néjaké ¢ > 0

angy > 0.
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Dukaz indukei:

T(n) <T(In/2])+T([n/2]) +¢
c|n/2| +¢c[n/2] + ¢ (dle indukéniho piedpokladu)
c(ln/2] +[n/2]) + ¢

n+ ¢’

INIA

Aby T'(n) < cn, potiebujeme cn + ¢’ < ¢n, coz znamené ¢’ < 0. Toto je
kontradikce.

Problém: Ignorovani nizsich ¢lent v indukénim piedpokladu.

Res$eni: Zmét indukéni predpoklad. Zkus T(n) < cn — b pro néjaké
b>0.

T(n)

IN

(cln/2] =b) + (c[n/2] —b) + ¢’
c(|n/2] + [n/2]) —2b+ ¢
cen—2b+ ¢’

Chceme cn —2b+4 ¢’ < cn —b.
To znamena —2b+c¢’ < —b = ¢’ <b.

Zvolime b = ¢’. Pak T'(n) < en—¢'.

Zavér

T(n)

= O(n). Dulezité je byt flexibilni s hadanou formou Feseni (nékdy je

AP

potieba odecist nizsi fad nebo konstantu).

Nékdy spravné odhadneme tésnou asymptotickou mez pro reseni
rekurence, ale dikaz indukci se nedati.

Problém: Induktivni predpoklad neni dostate¢né silny.

Trik: Upravte odhad odec¢tenim ¢lenu nizsiho fadu. Matematika se
pak casto podaii.

Priklad rekurence: T'(n) = 2T (n/2) + ©(1), definované na realnych
¢islech.

Poéatecni odhad: Zkusme T'(n) = O(n), tj. chceme ukazat, ze T'(n) <
cn pron = ng.

Dosazeni odhadu do rekurence:



Problém: Vyraz cn + O(1) bohuzel nezaruéuje, zZe T(n) < cn pro
jakoukoli volbu c.

Mizeme byt v pokuSeni zkusit vétsi odhad (nap¥. O(n?)), ale ten by
poskytl pouze volnou horni mez. Na§ pavodni odhad T'(n) = O(n) je
spravny a tésny.

Abychom ukézali, Ze je spravny, musime posilit nas induktivni pired-
poklad.

Intuitivné: N4s odhad je téméi spravny, liSime se jen o ©(1), coz je
¢len niz§iho Fadu.

Pouziti triku: Zkusme odecist ¢len niZ§iho ¥adu od naseho piedchoziho
odhadu:

- Novy odhad: T'(n) < cn — d, kde d > 0 je konstanta.

Dosazeni nového odhadu do rekurence:

T(n) <2(c-n/2—d)+06(1)

T(n) <cn—2d+06(1)

T(n)<cn—d—(d—0(1)) (preskupeni)

T(n) <cn—d (plati, pokud zvolime d vét$i nez anonymni horni konstanta skryta v ©(1))

v

Vysledek: Odecteni élenu nizsiho +adu funguje!

Bazovy pripad: Nesmime zapomenout na bazovy piipad — je nutné
zvolit konstantu c dostateéné velkou, aby cn —d dominovalo implicitnim
bazovym pripadam.
Myslenka odeéitani ¢lenu nizs§iho fadu muizZe byt neintuitivni. Ko-
neckonci, pokud se matematika nedaii, neméli bychom nas odhad
Zvysit?
Vysvétleni:

— Pokud rekurence obsahuje vice nez jedno rekurzivni volani

a pridate clen nizsiho fadu k odhadu, pak se tento ¢len pricte
jednou pro kazdé rekurzivni volani.

* To vas pak od induktivni hypotézy jesté vice oddali.

— Na druhou stranu, pokud odectete ¢len nizsiho iadu od odhadu,
pak ho odectete jednou za kazdé rekurzivni volani.

* V prikladu jsme odecetli konstantu d dvakrat (protoze koefici-
ent T'(n/2) je 2).

# Vysledkem byla nerovnost 7'(n) < ecn—d—(d—©(1)), a snadno
jsme nasli vhodnou hodnotu pro d.
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Vyvarujte se pouziti asymptotické notace v induktivni hypotéze
pro substituéni metodu, je to nachylné k chybam.

Piiklad chybného “dikazu”: Pro rekurenci T'(n) = 27T'(|n/2|) + ©(n)
muzeme fale$né “dokazat”, ze T'(n) = O(n), pokud neuvazené ptijmeme
T(n) = O(n) jako nasi induktivni hypotézu:

<2-0([n/2]) +6(n)
<2

O(n)+ O(n)
T(n) = O(n) — Spatné!

Problém tohoto uvazovani: Konstanta skryta pod O-notaci se méni.

Odhaleni omylu (s explicitni konstantou):

- Pro induktivni hypotézu pfredpokladejme T'(n) < cn pro vSechna
n > ng, kde ¢, n, > 0 jsou konstanty.

— Opakovani prvnich dvou kroki v fetézci nerovnosti dava:

T(n)
T(n)

2(c[n/2]) + ©(n)

<
<cn+0O(n)

— Nyni ¢n 4+ O(n) je sice O(n), ale konstanta skryta pod O-notaci
musi byt vétsi nez c, protoze anonymni funkce skryta pod ©(n) je
asymptoticky pozitivni.

- Nemuzeme ucinit tireti krok a dojit k zavéru, Ze cn + O(n) <
cn, ¢imz se odhaluje omyl.

Dulezité pravidlo: Pii pouziti substituéni metody (nebo obecné ma-
tematické indukce) musite dbat na to, aby konstanty skryté pod
jakoukoli asymptotickou notaci byly stejné po celou dobu duka-
zu.

Doporuceni: Nejlepsi je vyhnout se asymptotické notaci ve vasi
induktivni hypotéze a pojmenovat konstanty explicitné.

Dalsi chybny zptusob pouziti substituéni metody:
- Predpokladejme 7'(n) < cn a pak argumentujeme:

2(¢[n/2]) + B(n)
cn + O(n)

T(n) = O(n) — Spatné! (protoze c je kladna konstanta)

Pricina chyby: Prameni z rozdilu mezi nasim cilem — dokazat, Ze
T(n) = O(n) — a nasi induktivni hypotézou — dokazat, ze T'(n) < cn.
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¢ Klicové pravidlo: Pri pouziti substituéni metody, nebo v jakémkoli
induktivnim dikazu, musite dokazat presné znéni induktivni
hypotézy.

¢ Priklad: Chcete-li ukazat, ze T'(n) = O(n), musite explicitné dokazat,
ze T'(n) < cn.

6.2 Metoda rekurzniho stromu

* Rekurzni strom je vizualni reprezentace rekurzivniho vztahu.

¢ Kazdy uzel reprezentuje naklady na dané rekurzivni volani (déleni
a slucovani v dané drovni).

¢ Kroky:

1
2.

Nakreslete strom: Rozkreslete prvni 2-3 trovné stromu.

Uréete naklady na kazdé trovni: Seététe naklady vSech uzla
na dané drovni.

Urcete pocet urovni (hloubku stromu): Dokud nedosahneme
zakladniho ptipadu.

Sectéte naklady vsech turovni: Véetné nakladt na listové uzly
(zékladni p¥ipady).

¢ Tato metoda je dobra pro generovani dobrého hadani pro substituéni
metodu.

Uroven 0:

Urover 1:

Uroven 2:

Uroven i:

Uroven
log, n:

Celkova suma:

Suma na
urovni:

cn/2 (n/2) cn/2 (n/2)

cn/d (n/4) [cn/4 (n/4)] [cn/4 (71,/4)] cn/d (n/4)

) [-‘--][-‘--] )

(1) M ENE) (1) (1)

log, n—1

P cn + listy = enlogn 4+ ©(n) = O(nlogn)

* Co je strom rekurze: Kazdy uzel reprezentuje naklady na jeden
podproblém v ramci sady rekurzivnich volani funkce.

o Ucel:
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— Predevsim slouzi ke generovani intuice pro dobry odhad fe-
Seni rekurence.

— Tento odhad je pak tfeba ovérit substituéni metodou.
— P¥i peclivém sestaveni a souc¢tu nakladd mize strom rekurze slou-
zit i jako primy dakaz.
¢ Jak metoda funguje:
- Typicky se sé¢itaji naklady v ramci kazdé drovné stromu, aby se
ziskaly ndklady na droven.

— Poté se sectou naklady vSech drovni, aby se zjistily celkové naklady
v§ech turovni rekurze.

* Rekurence: 7'(n) = 37(n/4) + O(n?)
- Pro analyzu pouzijeme T'(n) = 37 (n/4) + cn?, kde ¢ > 0 je horni
konstanta z ©(n?).
¢ Konstrukce stromu:

- Koten: Néaklady cn?. M4 t¥i podstromy 7'(n/4).
- Uroven 1: T¥i uzly, kazdy s naklady c(n/4)2. Celkové naklady na
3 .2

uroven: 3c(n/4)* = =cn?.

2

T

(5

;
Lo

(ie) 7 (o) 7 (i

T(n) cn? cn

T(Z)/T(Z)\T(Z) ‘ (Z)Z/L(Z)z
NN

(o) 7(o) 7 (o) 7 (o) 7 (i

* Hloubka i: Pocet uzli je 3°. Velikost podproblému je n/4¢. Naklady na
uzel jsou c(n/4%)2.

* Celkové niklady na wroveti i: 3' - c(n/4')? = 3¢ - c 2o = (1%)2 en?.

* Bazovy pripad: Pro zjednoduseni predpokladame 7'(1) = ©(1) pro
n < ny.

* Vyska stromu: Velikost podproblému n/4¢ dosdhne 1, kdyZ i = log =
vy$ka stromu.

* Listy: Na hloubce log, n je 318, — plog, 3 listt, kazdy stoji O(1).
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Y (—)(‘]) (1) (—)(‘]) (—)(‘I) a(1) (—)(‘l) (*)(‘]) (—){‘]) O() (—)(‘]) (—)(‘I) e() (*)(‘]) —>  O(n"=3)

Jlogan — plogs3

¢ Soucet nakladu vSech trovni:
log, n—1

Tn)= ) (136>icn2 + O(n'8a3)

i=0
o 3 7
< Z(; (E) en?® + @(nl°g43)

1 , oy -
— e og,3
=316 TOMEY

16
= 1—36712 + O (nl8:3)
- dJelikoz log, 3 ~ 0.792 < 2, term cn? dominuje celkové néklady.

- Odhad ziskany metodou rekurzivniho stromu je T'(n) = O(n?).

* Ovéfeni substituéni metodou: Chceme ukazat, ze T'(n) < dn? pro
néjakou konstantu d > 0.

T(n) <3T(n/4) + cn?
< 3d(n/4)? + cn?

3

T 16

< dn?

dn? + cn?

16
TSC.

- Pro bazovy piipad zvolte d dostateéné velké, aby dn? dominovalo
T(n) = 0O(1) pron < ny.
- Pak dn? >d >T(n)prol <n <n,.

— Posledni nerovnost plati, pokud zvolime d >

e Zavér: Odhad T'(n) = O(n?) je spravny a je to také t&snd horni mez

(Q(n?)).
* Rekurence: T'(n) = T'(n/3) + T(2n/3) + ©(n).
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- Pro analyzu pouzijeme T'(n) = T (n/3) + T(2n/3) + cn.
Charakteristika stromu:

- Je nevyvazeny: Cesty z kotene do listd maji rtizné délky.
- Jit vlevo produkuje podproblém tretinové velikosti; jit vpravo pro-
dukuje podproblém dvoutietinové velikosti.

Vyska stromu:

— Nejdelsi cesta vede vzdy doprava.
- Vyska h je takova, Ze (2/3)"n ~ n,, coZ znamena h = O(log, ,(n/ng)) =
O(logn).
# T'(n) = ©(1) dava konstantu n,, O(n) dava dalsi konstantu n,,
nase n je vétsi z téchto dvou

Naklady na drovern:

— Soucet naklada na kazdé urovni (vnitinich uzla) je cn.
- Napiiklad na drovni 1: ¢(n/3) + ¢(2n/3) = cn.

- Jelikoz kazda drovenn ma naklady cn a vyska stromu je ©(logn),
celkové ndklady vnitinich uzla jsou O(nlogn).

Listy

- 2" listly, tj. az 211%™ < 2518322 — O(n1271), coz je asymptoticky
vétsi nez O(nlogn).

Naklady lista:

- Kazdy list stoji ©(1).
- Pro uréeni poétu listi L(n) v rekurzivnim stromé mutzeme defino-
vat rekurenci:

Lin) = 1 pokud n < n,
~ | L(n/3) + L(2n/3) pokud n > n,

- Reseni této rekurence (pomoci substituéni metody s hypotézou
L(n) < dn):

L(n) = L(n/3) + L(2n/3) < d(n/3) +d(2n/3) = dn

- Plati pro libovolné d > 0. Pro bazovy piipad L(n) =1 pro0 <n <
ng staéid = 1.

— Celkovy poéet listt je tedy O(n).

— Celkové naklady listti jsou L(n) - ©(1) = O(n).
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¢ Celkové reseni:

— Celkové naklady = naklady vnit¥nich uzli + naklady listi.
- T(n) = O(nlogn) + 6(n) = O(nlogn).

* Doporuceni: Vzdy ovérte jakykoli odhad ziskany metodou rekurziv-
niho stromu pomoci substituéni metody, zejména pokud byly provedeny
zjednodusujici predpoklady.

cn cn

e |
e o) -
—————— Total: O(nlgn)

6.3 Master Theorem

N

* Nejjednodussi a nejrychlejsi metoda pro feSeni rekurzivnich vztah,
které maji specificky tvar.

* Vztahuje se na rekurence tvaru
T(n) = aT(n/b) + f(n)
kde:

— a > 1: Pocet rekurzivnich podproblémii.

— b > 1: Faktor, o kolik se zmensi velikost vstupu v kazdém podpro-
blému.

- f(n): Cena déleni a slucovani na kazdé dirovni rekurze.

* aT(n/b) ve skuteénosti znamend a’T'(|n/b|) + a”T([n/b]) kde a’ > 0
a a” > 0 jsou konstanty takové, ze a = a’ + a”.

* Master Theorem porovnava f(n) s nl°8°.
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Véta 6.1 (Master Theorem). Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty a f(n) je
asymptoticky kladnd funkce. Pak

T(n) =aT(n/b) + f(n)

ma ndsledujici asymptotické feseni:

1

Pokud f(n) = O(n'°%°) pro néjakou konstantu ¢ > 0, pak T(n) =
O(nl8: ),

. Pokud f(n) = ©(n'%log" n) pro néjakou konst. k > 0, pak T(n) =

O(n'% *1og" ! n).

. Pokud f(n) = Q(n'°%: %) pro néjakou konstantu e > 0, a pokud navic

af(n/b) < cf(n) pro néjakou konstantu c < 1 a vsechna dostatecné velkd
n, pak T'(n) = O(f(n)).

nl°%, ¢ Reprezentuje naklady na listy rekurzniho stromu (nebo piesnéji
naklady na rekurzivni volani samotna).

f(n): Reprezentuje naklady na déleni a slucovani na kazdé drovni.
Pripad 1: Cena listd dominuje.

- f(n) je polynomialné mensi nez n'°8 .
Pripad 2: Naklady jsou “vyvazené”.

- f(n) je asymptoticky stejné jako n'°8 .

- Pridavame log n faktor kvuli logaritmickému poc¢tu drovni.
Pripad 3: Cena déleni/sluéovani dominuje.

- f(n) je polynomialné vétsi nez n'°s 2,

- Vyzaduje se dodateéna podminka pravidelnosti (af(n/b) < cf(n)).
a=9,b=3, f(n) =n.
Vypoéitame n'%8 ¢ = nlogs9 = p2,

Porovname f(n) s n'°8 %

- f(n)=n
_ nlogba = n2

Vidime, Ze f(n) =n = O(nQ_E) pro € = 1 (protoze n = 0(,’12—1)).
Spadame do Pripadu 1.

Reseni: T'(n) = ©(n'°8: %) = O(n?).
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a=3,b=4, f(n) =nlogn.
Vypotitdme n'%: * = n'°%: 3, Protoze log, 3 ~ 0.793, mame n'*¢:% = 0793,
Porovname f(n) s n'°8
- f(n)=nlogn
_ nlogba — n0.793
Vidime, ze f(n) je polynomialné vétsi nez n'°8 .

- Napt. nlogn = Q(n°73+¢) (zvolime ¢ = 0.207, pak nlogn je v&tsi
nez n).
Spaddme do Piripadu 3. Musime ovétit podminku pravidelnosti: a f(n/b) <
cf(n).
- af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) = (3/4)n(logn — log4)
- Chceme, aby (3/4)n(logn —log4) < cnlogn.
- (3/4)nlogn — (3/4)nlog4 < cnlogn.
- Pokud zvolime ¢ = 3/4, pak (3/4)nlogn—(3/4)nlog4 < (3/4)nlogn.
- Plati pro dostate¢né velké n (protoze (3/4)nlog4 je kladné, takze
leva strana je mensi nez (3/4)nlogn).

Reseni: T'(n) = ©(f(n)) = ©(nlogn).

Piiklad: T(n) = T(2n/3) + 1

-a=1,b=3/2
- %! =p0 =1,
- fn)=1.

- Protoze f(n) =1 = ©(n'%:*1log’ n) = ©(1), plati P¥ipad 2.
- Reseni: T'(n) = O(logn).

Priklad: T'(n) = 2T(n/2) + nlogn

-—a=2,b=2.
- nlog.2 = pl = p,
- f(n) =nlogn.

- Protoze f(n) = nlogn = ©(n'°¢:*log" n), plati P¥ipad 2.
- Reseni: T'(n) = O(nlog” n).

Master teorem nepokryva v§echny moznosti rekurenci tvaru 7'(n) =

aT(n/b) + f(n).

Situace, kdy nelze Master theorem pouzit:
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- Asymptotické porovnani: n'°%: a f(n) se nedaji asymptoticky
porovnat (tj. f(n) neni ani O, ani Q viiéi n!°% ),
— Mezery mezi pripady:

% Mezi P¥ipadem 1 a 2: Pokud f(n) = o(n'°¢:?), ale n'°&:@
neroste polynomidlné rychleji nez f(n).

% Mezi Piipadem 2 a 3: Pokud f(n) = w(n'°¢:?), ale f(n) neros-
te polynomidlné rychleji nez n'°%:* (pouze polylogaritmicaly
rychleji).

- Selhani podminky regularity v Piipadé 3 (af(n/b) < cf(n) pro
néjaké ¢ < 1 a dostatecné velké n).

Véta 6.2 (Master Theorem). ..., pak T'(n) = aT'(n/b) + f(n) ma ndsledujict
asymptotické reseni:

1

2.

3.

Pokud f(n) = O(n'°%:%) pro néjakou konstantu ¢ > 0, pak T(n) =
O(nl8: ),

Pokud f(n) = ©(n'°%%log" n) pro néjakou konst. k > 0, pak T(n) =
O(n'8,*log"* ! n).

Pokud f(n) = Q(n!°% *¢) pro néjakou konstantu e > 0, a navic af(n/b) <

Piiklad 1: T'(n) = 2T(n/2) + n/logn

a=2,b=2nl%*=nlg2—p

n/logn _ 1
n ~ logn

Porovname f(n) s n:
o(n).

Vime, Ze logn = o(n®) pro kazdou konstantu ¢ > 0, tj. 1/logn = w(n—°).

— 0 pron — oo, tj. f(n) =n/logn =

To znamena, Ze f(n) = w(n'¢) = w(n'°€ ) pro jakékoli ¢ > 0, coz
porusuje Piipad 1.

f(n) roste logaritmicky pomaleji nez n, ale ne polynomialné pomale-
Jji.
AC f(n) = O(nl8: @ logk n) pro k = —1, P¥ipad 2 vyzaduje k > 0.

Proto Master Theorem nelze pouzit. (Reseni by bylo T'(n) = ©(nloglogn).)

Priklad 2: T'(n) = T'(n/2) + n?

a=1,b=2nl8* =plogl —p0—1

f(n) =n2.

Porovname f(n) s n'°%% n2 = Q(n°1) je polynomialné vétsi nez 1
(Pripad 3).
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Ovérit podminku pravidelnosti: af(n/b) < c¢f(n)

1-(n/2)? < en?, tj. n?/4 < en?.

Zvolime ¢ = 1/4, coz je men$i nez 1. Plati.

Regeni: T(n) = O(f(n)) = ©(n?). (Tento piiklad funguje.)

Rekurzivni vztahy: Matematicky popis ¢asu béhu rekurzivnich algo-
ritmd.

Substitu¢ni metoda:
— Hadej feseni.

— Dokaz indukci (nezapomen na zakladni pripad a moznost odecist

PN

Metoda rekurzniho stromu:

— Vizualni, pro generovani hadani.

- Sec¢teni nakladd na drovnich a uréeni hloubky stromu.
Master Theorem:

- “Kuchaika” pro T'(n) = aT'(n/b) + f(n).
- Porovnava f(n) s n°: % ve tiech ptipadech.

— Velmi rychla a éasto pouzitelna metoda.

Tyto metody jsou zasadni pro formalni analyzu a porovnavani slozitosti
algoritmd.

Rekurzivni vztah: T'(n) = 2T(n/2) + O(n)
Porovnani s T(n) = aT'(n/b) + f(n):

-a=2
-b=2
- f(n) =06(n)

Vypoéitame n'°8 @: nlog22 = pl = p,
Nyni porovname f(n) s n!°8: = n: f(n) = O(n) a n'*®%* = O(n).
Toto spada do Pripadu 2 Master Theoremu (pro k£ = 0).

Zavér: Casova slozitost Merge Sortu je T(n) = O(nlogn).
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Necht a > 1, b > 1 a ¢ > 0 jsou konstanty a necht T'(n) je definovana na
nezapornych ¢islech rekurentni rovnici

T(n) =aT(n/b) + BO(n°)

Potom plati

O(n°) pokud a < b¢ pripad 1
T(n) =< O(n°logn) pokud a = b° pFipad 2
O(nle ) pokud a > b¢ pFipad 3

véta plati i pro O a Q)

* T(n)=4T(n/2)+1 = T(n)=0O(n?) ptipad 3,a =4,b =2,c =0, 4 >
20

* T(n)=4T(n/2) +n = T(n) =O(n?) piipad 3,a =4,b=2,c=1, 4>
21

* T(n)=4T(n/2) +n? = T(n) = O(n?logn) ptipad 2,a = 4,b =2,c =
2, 4 =22

* T(n) = 4T(n/2) + n® = T(n) = O(n?®) ptipad 1, a = 4,b = 2,¢c =
3, 4 <23

* T(n) =2T(n/2)+1 = T(n) = O(n)pfipad 3,a =2,b =2,c =0, 2 > 2°

* T(n)=2T(n/2) +n = T(n) = O(nlogn) p¥ipad 2, a = 2,b = 2,¢c =
1, 2 =21

* T(n) = 2T(n/2) +n? = T(n) = O(n?) ptipad 1, a = 2,b = 2,c =
2,2 <22

* T(n) = 2T(n/2) + n® = T(n) = O(n?®) ptipad 1, a = 2,b = 2,¢c =
3,2<2®

* Mgjme n x n matice A = (a;;) a B = (b;;). Jejich sou¢in C = A - B je
také n x n matice.

* Prvek c;; matice C je dan vzorcem:

n
Cij = E @, - by
k=1
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MATRIX-MULTIPLY (4, B, C, n)

1
2
3
4

fori = 1ton // compute entries in each of n rows

forj = 1ton // compute n entries in row i
fork = 1ton
cij = ¢ij + air - bxj // add in one more term of equation (4.1)

Procedura MATRIX-MULTIPLY(A, B, C, n):

- P#idava maticovy soucin A - B k matici C, vysledek uklada do C
tj.C«+~ C+ A-B).

- Pokud je potieba jen A - B, inicializujte C na nuly (©(n?) éas), coz
je asymptoticky dominovano ndasobenim.

Analyza slozitosti:

— Trojité vnorené ‘for’ cykly, kazdy bézi n iteraci.
- Kazdéa operace na fadku 4 trva konstantni cas.
- Celkova doba je ©(n?).

Pro n > 1 (ptedpokladame, Ze n je mocnina 2), rozdélime n x n matice
na ¢tyii n/2 x n/2 podmatice:

A A B,, B ¢, C
R 12) . B= ( 11 12> . O = ( 11 12>
(A21 Ay By By Coy Coy

Maticovy soucin lze zapsat:

(Cn Cm) _ (AuBu + A13By A By +1412]322>
Cy Oy A Biy + Ay By Ag By + Ay By

C1y = Ay By + A3Byy
Clp = Ay Byy + A3 By
Cy1 = Ay Byy + Ay By
Cop = Ay Byy + Ay By,

Tyto rovnice zahrnuji: Osm nasobeni a ¢tyri séitani n/2 x n/2 matic.

Procedura MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A,B,C,n) implementuje pied-
chozi.

Pocita C <+~ C+ A- B.
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MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A, B, C, n)

1
2
3
4
5
6

ifn ==

// Base case.

ci1 =cn +an b

return
// Divide.
partition A, B, and C into n/2 x n/2 submatrices

Anr, Avz, Az1, Azz; Bia, Bia, Bay, Ba;

and Cy1, Cya, Cay, Cyy; respectively
// Conquer.
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A11, B11, C11,1/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A11, B12, C12,1/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(Ay;, By, Ca1,n/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A31, B1s, Cas,n/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A 12, Byy, C11,1n/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A 13, By, C12,1/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A2y, Byy, Cay,1/2)
MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A2;, B2y, Can,n/2)

* Rekurence pro dobu béhu T'(n):

- Bazovy piipad (n = 1): T'(1) = ©(1).
- Rekurzivni ptipad (n > 1): Rozdéleni trva ©(1), nasleduje 8 rekur-
zivnich volani.

- T(n)=8T(n/2) +O(1)
* Pomoci Master theoremu ma tato rekurence feseni 7'(n) = O(n?).
* Stejna asymptoticka sloZitost jako MATRIX-MULTIPLY.
* Pro¢ ©(n?) a ne rychlejsi?

— Rekurzivni strom pro tuto rekurenci ma osm potomku na uzel
(oproti dvéma u Merge Sortu).

— To vede k rekurzivnimu stromu s mnohem vice listy, coZ vyrazné
zvySuje slozitost.

* Mnozi matematici predpokladali, Ze neni moZné nasobit matice v ¢ase
o(n?).
* V roce 1969 V. Strassen publikoval pozoruhodny rekurzivni algoritmus.

* Strassentv algoritmus b&7i v éase O(n!°87).

- Jelikoz log 7 ~ 2.807, Strassentiv algoritmus bézi v éase O(n?8),
coZ je asymptoticky lepsi nez ©(n?).

¢ Kli¢ova myslenka: Pouziva metodu "rozdél a panuj”, ale snizuje
pocet rekurzivnich nasobeni.

- Misto osmi rekurzivnich ndsobeni n/2 x n/2 matic provadi Stras-
senuv algoritmus pouze sedm.
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Motivace (trik z algebry): Vypodet 22 — y2.
— Piimy zpasob: x - © — y - y +» 2 nasobeni, 1 od¢itani.
- Alternativni zptsob: (x +y)(x —y) ~» 1 ndsobeni, 2 s¢itani/od¢itani.
— Pro velké matice je cena nasobeni vy$$i neZ cena séitani, takze
druha metoda prekonava prvni.
Vytvoreni 10 matic S; (8as O(n?)):
Sy =By =By Sy=A;+Ap Sy=Ay + Ay Sy=By — By
S;=Ay + Ay Seg=DBy1+ By S;=A15— Ay Sg=DBy + By
Sg = Ay — Ay Si9 =By + By

Rekurzivni vypocet 7 matic P, (éas 77(n/2)):
Py =A; -5 Py =5, - By Py =53 By, Py = Ay -5,
P =55 56 Py =575 Py =59 - 510

Krok 4: Aktualizace &tyi podmatic C,; matice C (O(n?) éasu):

Chi+Cpu+P+P—P+P Cuo+—Cuh+tP+Ph
Cor < Cy + P+ P Coo ¢~ Cou+ P+ P — P — F;

Rekurence T'(n) = 7T (n/2) + ©(n

2) presné charakterizuje jeho dobu
béhu, ktera je asymptoticky lepsi ne
) =

pre
7 ©(n3) algoritmy.

Rekurzivni nasobeni matic: 7'(n) = 87 (n/2) + O(1)
- a=28b=2 nl88% =73,
- ) =6).
- Protoze f(n) = O(n3~¢) pro libovolné ¢ € (0, 3), plati P¥ipad 1.
- ReSeni: T'(n) = O(n3).
Strassenuv algoritmus: T'(n) = 7T (n/2) + O(n?)
- a="7b=2,nl87 ~ 72807

- f(n) = 6(n?).
- Protoze f(n) = O(n'*87—¢) pro napi. ¢ = 0.807, plati P¥ipad 1.
- ResSeni: T'(n) = O(n'°g7),

Insertion Sort: Jednoduchy, O(n?) v nejhor§im p¥ipadé, O(n) v nej-
lep$im. Dobry pro malé/témér serazené vstupy. Korektnost pomoci
invariantu cyklu.

Divide-and-Conquer: Kli¢ova technika: Rozdél a panuj.
Merge Sort: Klasicky piiklad Rozdél a panuj. Vidy O(nlogn).

Analyza rekurzivnich algoritmi: Rekurzni vztahy a Master Theo-
rem jsou mocné nastroje.
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7 Datové struktury

¢ Definice: Zpusob uloZeni a organizace dat v pocitaéi, ktery umoznuje
efektivni pristup a modifikaci.

¢ Kombinuji data s operacemi, které na nich lze provadét.
* Volba vhodné datové struktury je klicova pro efektivitu algoritmu.
¢ Predstavime zakladni datové struktury:

- Pole

— Matice

— Zasobniky (Stacks)

- Fronty (Queues)

— Spojové seznamy (Linked Lists)

- Koienové stromy (Rooted Trees)
¢ Piedpokladame, Ze pole je uloZeno jako souvisla sekvence byt v paméti.

¢ Pristup k libovolnému prvku pole trvd konstantni ¢as (O(1)) bez
ohledu na index, za piedpokladu RAM modelu.

* Vétsina programovacich jazykt vyzaduje, aby kazdy prvek pole mél
stejnou velikost.

¢ Pokud prvky pole mohou mit rtiznou velikost, pak misto samotnych
objektd jsou v poli uloZzeny ukazatele na objekty.

— Velikost ukazatele je obvykle stejna bez ohledu na to, na co ukaza-
tel odkazuje.
— Pristup k objektu v takovém poli vyZaduje:
1. Nalezeni adresy ukazatele (konstantni ¢as).

2. Nasledovani ukazatele k piistupu k samotnému objektu (kon-
stantni ¢as).

¢ Matice, neboli dvourozmérné pole, jsou typicky reprezentovany jednim
nebo vice jednorozmérnymi poli.

¢ Dva nejcéastéjsi zpusoby uloZzeni matice m x n:

1. Ffadkové usporadani: Matice je ulozena Fadek po radku.
1 2 3
4 5 6
- Index prvku M[i, j] (p¥i 0-indexovani): ni + j.

- Priklad matice M = ( ):Uloienojako 1,2,3,4,5,6.

2. sloupcové usporadani: Matice je uloZena sloupec po sloupci.
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1 2 3
4 5 6

- Index prvku M[i, j] (p¥i 0-indexovani): i + mj.

- Priklad matice M = ( ):Uloienojako 1,4,2,5,3,6.

¢ Matici lze ulozit i pomoci vice poli.

s Nz

- Jedno pole na radek/sloupec: Kazdy radek (nebo sloupec) je
uloZen ve svém vlastnim jednorozmérném poli.

- Pole ukazatela: Dalsi pole obsahuje ukazatele na tato pole Fad-
kt/sloupcii.

—
E ——>{215]
[1[2]3]4]5]6] [1[4]2][5[3]6] [>{aIsT6] [>{3Ts]
(a) (b) ©) ()

* Vyhody/Nevyhody:

- Jednorozmérné reprezentace: Obvykle efektivnéj$i na moder-
nich strojich (lepsi vyuziti cache).

- Vicerozmérné reprezentace: Flexibilnéjsi, napiiklad pro “roz-
trhand pole” (ragged arrays), kde fadky mohou mit rizné délky.

¢ Dalsi schémata:

- Blokova reprezentace: Matice je rozdélena na bloky a kazdy
blok je ulozen souvisle.

e Zasobnik (Stack):
— LIFO - Last-In, First-Out.

— Operace:
* PUSH: Vlozi prvek na vrchol zasobniku.
# POP: Odebere prvek z vrcholu zasobniku.
- Implementace: Pouziva pole S[1...n| a atribut S.top (index nejno-
véji vlozeného prvku).
% S.top =0 = zasobnik je prazdny.
# P¥i pokusu o POP z prazdného zasobniku: podteéeni (under-

flow).
# P¥i pokusu o PUSH na plny zasobnik (S.top = S.size): preteceni
(overflow).
— Vsechny operace (STACK-EMPTY, PUSH, POP) maji ¢asovou slozZitost
O(1).
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1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

sislef2]o] | | sis]6]2]9]17[3] s|15]6]2]9]17[3]
} } !
S.top =4 S.top =6 S.top =5

STACK-EMPTY (S)

1 if S.top ==

2 return TRUE
3 else return FALSE

PUSH(S, x)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”

3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] = x
PoP(S)

1 if STACK-EMPTY (S)

2 error “underflow”

3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

¢ FIFO - First-In, First-Out.
* Operace:

— ENQUEUE: VloZi prvek na konec fronty.
— DEQUEUE: Odebere prvek z hlavy fronty.

* Implementace: Pouziva pole Q[1...n| a atributy ).head (index hlavy
fronty) a Q.tail (index dal$iho mista pro novy prvek).

- Prvky ve fronté se nachazeji v lokacich od Q.head do Q.tail — 1,
s “omotavanim” (wrap-around) v kruhovém usporadani (lokace 1
nasleduje lokaci n).

- Q.head = Q.tail = fronta je prazdna.

— Podteceni/Pieteceni: Detekce téchto stavi je dulezita.

¢ Vsechny operace (ENQUEUE, DEQUEUE) maji ¢asovou slozitost O(1).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
@ o [ [ [ [ ] [s[e[ofs[4] |

! d

Q.head =1 Q.tail = 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
® e[3[s[ [ [ ] [1s[6]o[s]4]r7]

! }

Q.tail=3 Q.head =17

@ o[3[s| [ | [ [is[e]o[8]4[17]

} }

Q.tail =3 Q.head = 8
ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q.tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail = 1

4 else Q.tail = Q.tail + 1
DEQUEUE(Q)

1 x = Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5 return x

Cviceni: pridejte ovéreni preteceni a podteceni fronty.
¢ Datova struktura, kde jsou objekty uspoiadany linearné.

* Na rozdil od pole, kde je poiradi dano indexy, je u spojového seznamu
uréeno ukazatelem v kazdém objektu.

* Poskytuji jednoduchou a flexibilni reprezentaci dynamickych mnozin.
¢ Dvojité spojovy seznam (Doubly Linked List):

- Kazdy prvek méa atribut key a dva ukazatelové atributy: next
(naslednik) a prev (predchadce).

— Pokud z.prev = NIL, z je head seznamu.

— Pokud x.next = NIL, z je tail seznamu.

— Atribut L.head ukazuje na prvni prvek seznamu. Pokud L.head =
NIL, seznam je prazdny.
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* Varianty seznamu:

- Jednoduché (Singly linked): Kazdy prvek m4 jen next ukazatel.

- Razené (Sorted): Prvky jsou uspoiadany podle kli¢i.

- Kruhové (Circular): Ukazatel prev head ukazuje na tail, a uka-
zatel next tailu ukazuje na head.

¢ Predpokladdme neserazené a dvojité spojové seznamy.

prev  key  next

\ \ /
@ L —ZP G E AT

®) Lohead —=1/[25] T (o] T 6] T [4] L [1]/]

© L.head —>/]25] <L [ 9] <=L [36] <=L [16] T<—L [4] T<—L [1]/]

@ Lohead —=1/[25] T (o] T [36] T 1] T [1]/]

¢ Vyhledavani (SEARCH):

- Procedura List-SearcH(L, k): Prohled4va seznam linedrné pro prv-
ni prvek s kli¢em k.

- Doba béhu: ©(n) v nejhorsim ptipadé.

LIST-SEARCH(L, k)

1 x = L.head

2 while x # NIL and x.key # k
3 X = Xx.next

4 return x

* Vkladani (INSERT):

- Procedura List-PrepEND(L, x): P¥ida prvek z na zacatek seznamu.
Doba béhu O(1).

— Procedura List-INsert(z, y): Vlozi novy prvek x do seznamu Aned
za prvek y. Doba béhu O(1).
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LIST-PREPEND (L, x) LIST-INSERT(x, y)

1 Xx.next = L.head 1 X.next = y.next

2 X.prev = NIL 2 X.prev =y

3 if L.head # NIL 3 if y.next # NIL

4 L.head.prev = x 4 y.next.prev = X
5 L.head = x 5 y.next = Xx

Operace List-PrePEND (L, 2) a List-INsERT(2, y), kde z.key = 25, z.key = 36
ay.key =9.

prev  key  next

\ \ /
@ L —ZP G E A C 17

(b) Lhead*’{/|25| ) T |9| I 1 |16| ) [ |4| I [ |1|/|

© L.head —>/]25] L [ 9] <L [36] <=L [16] <L 4] <L [1]/]

@ Lohead —=1/[25] T (o] T [36] T 6] L [1]/]

* Mazani (DELETE):

- Procedura List-DeLETE(L, 2): Odebere prvek « ze seznamu L. Vy-
zaduje ukazatel na x.
- Doba béhu: O(1).

— Chcete-li smazat prvek s danym kli¢em, nejprve zavolejte List-
-SEARCH (coZ trva O(n)). Celkova doba béhu: O(n).

LIST-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
X.prev.next = X.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
X.next.prev = X.prey

[ N

¢ Porovnani s poli:

- Vkladani a mazani na zacatku/konci pole trva O(n) (pfesouvani
prvkd). U dvojité spojovych seznamt O(1).

- Nalezeni k-tého prvku: O(1) v poli, ©(k) ve spojovém seznamu.
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* Sentinel (strazce): Fiktivni objekt, ktery zjednodusuje krajni piipady
(napf. prazdny seznam, prvni/posledni prvek).

¢ Kruhovy, dvojité spojovy seznam se sentinelem:
— Sentinel L.nil nahrazuje NIL a ma vSechny atributy ostatnich ob-
jekta.
— L.nil lezi mezi head a tail.
— L.nil.next ukazuje na head seznamu, L.nil.prev ukazuje na tail.
— Atribut L.head je eliminovan.
— Prazdny seznam se sklada pouze ze sentinelu, kde L.nil.next

i L.nil.prev ukazuji na L.nil.

¢ Zjednodusené procedury:

sy ¥

— List-DeLETE (2): Nyni jen 2 tadky, protoze se nemusi Fesit okrajové
pripady.

— List-InserT (2, y): Vklada z za y. Lze pouZit pro vkladani na head
(y = L.nil) nebo tail (y = L.nil.prev).

¢ Sentinely mohou zjednodusit kéd a mirné zrychlit béh (konstantni
faktor), ale typicky nezlepsuji asymptotickou ¢asovou slozitost.

¢ Pozor: Sentinel by se nikdy nemél mazat, pokud nemazete cely seznam.

PO i s ) e 13 o ) B L A
PSRRI 5 s e B BT e B S A Y

© Lo —SREIEZEBIREBIIEHEZERET -
o Lo —RINZEEZE BB IR 2E R

L

LIST-INSERT' (x, y)

, 1 X.next = y.next
L1ST-DELETE' (x) 2 x.prev =y
1 X.prev.next = X.next 3 y.next.prev = X
2 Xx.next.prev = Xx.prev 4 y.next = x
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LIST-SEARCH' (L, k)

1
2
3
4
5
6
7

L.nil.key = k // store the key in the sentinel to guarantee it is in list
x = L.nil.next // start at the head of the list
while x.key # k
X = X.next
if x == L.nil // found k in the sentinel
return NIL // k was not really in the list
else return x // found k in element x

Spojové seznamy jsou vhodné pro linearni vztahy, ale ne vSechny vztahy
jsou linearni.

Reprezentace kofenovych stromt pomoci spojovych datovych struktur.

Kazdy uzel stromu je reprezentovan objektem, ktery obsahuje atribut
key a ukazatele na jiné uzly.

Pouzivaji se atributy p, left a right pro ukazatele na rodice, levého
potomka a pravého potomka kazdého uzlu.

Pokud z.p = NIL, pak z je koten.

Pokud uzel x nema levého potomka, pak z.left = NIL (podobné pro
pravého potomka).

Koien celého stromu T je ukazovan atributem 7T.root. Pokud T'.root =
NIL, strom je prazdny.

T.root

~ oy,

Rozsiteni schématu pro binarni strom na stromy, kde je poc¢et potom-
ki uzlu nejvySe néjaka konstanta k: nahradte atributy left a right
atributy child,, child,, ..., child,.
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* Toto schéma nefunguje, kdyz je poéet potomki uzlu neomezeny, nebo
pokud £ je velka konstanta, ale vétSina uzli ma maly pocet potomkd
(plytvani paméti).

¢ Chytré schéma: Reprezentace levy potomek, pravy sourozenec
(left-child, right-sibling representation).

— Pouziva pouze O(n) prostoru pro libovolny kotenovy strom s n uzly.
- Kazdy uzel  ma pouze dva ukazatele (kromé ukazatele na rodice
p):
1. z.left-child: ukazuje na nejlevéjsiho potomka uzlu z.
2. x.right-sibling: ukazuje na sourozence uzlu x ihned po jeho
pravici.

— Pokud uzel x nema potomky, pak z.left-child = NIL.

NS

— Pokud uzel z je nejpravéjsim potomkem svého rodice, pak x.right-sibling =
NIL.

T.root

AN

P | |
/] —»[ U7 D

Ve N Ve N

\C 4

20z /[

Halda (Heap) reprezentovana jednim polem.

Stromy, které se prochazeji jen smérem ke koreni (pouze ukazatele na
rodice).

Nejlepsi schéma zavisi na konkrétni aplikaci.

Pole:

— Kompaktni, rychly pfistup pomoci indexu.

— Pevna velikost, neefektivni pro dynamické zmény velikosti.
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— Dobré pro zasobniky, fronty (kruhové), haldy.
Spojové seznamy:

— Dynamicka velikost, efektivni vkladdni/mazani.

— Pomalejsi piistup k prvkdm (nutno prochézet).

— Dobré pro implementaci zasobniki/front, fizeni paméti, grafy.
Stromy (uzly s ukazateli):

— Reprezentace hierarchickych dat.

— Dynamicka struktura.

— Slozitost operaci zavisi na vysce stromu (logaritmick4 pro vyvazené
stromy).

Zasobniky (Stacks): LIFO (Last-In, First-Out). Operace O(1). Imple-
mentace polem nebo spojovym seznamem.

Fronty (Queues): FIFO (First-In, First-Out). Operace O(1). Imple-
mentace kruhovym polem nebo spojovym seznamem.

Spojové seznamy (Linked Lists): Dynamické, ukazatele. Jednosmér-
né, obousmérné, kruhové. Vkladani/mazani O(1) (s ukazatelem), hle-
déani O(n).

Korenové stromy: Reprezentace hierarchie. ‘parent’, ‘child’, ‘sibling
pro obecné stromy. ‘parent’, ‘left’, ‘right’ pro binarni stromy.

Jsou to zédkladni stavebni kameny pro komplexnéjsi algoritmy a datové
struktury.

Pochopent jejich principta a implementace je zdsadni pro navrh efektiv-
nich algoritmi.

Volba spravné datové struktury mutize dramaticky ovlivnit vykon algo-
ritmu.

Tvori zaklad pro pokrocilé struktury jako hash tabulky, binarni vyhle-
davaci stromy, haldy a grafové algoritmy.

Problém razeni:

- Vstup: Posloupnost n ¢isel (a;,ay, ..., a,).

- Vystup: Permutace vstupni posloupnosti (a],aj, ..., a,,) takova, Ze

a] <aj < <a.
Struktura dat v praxi:
- Razené hodnoty (tzv. kliée) jsou ¢asto soudasti vétsich datovych

celkt nazyvanych zdznamy.
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- Zaznamy obsahuji i satelitni data, ktera se s klicem pirenase;ji.
— Pti fazeni kli¢h musi algoritmus preskupit i satelitni data.

— Pro minimalizaci pfesunu dat se éasto operace provadi na poli
ukazatela na zaznamy.

— Pro ucely algoritmické analyzy se obvykle piedpoklada, ze vstupem
jsou pouze ¢isla.

Vlastni potieba aplikaci:

— Napiiklad banky potiebuji radit Seky podle ¢éisla pro piipravu
vypist zdkaznikam.

Kli¢ovy podprogram:

— Algoritmy ¢asto pouzivaji fazeni jako zakladni podprogram (napft-
pro renderovani grafickych objekta podle “nadfazeného” vztahu).

Bohatstvi technik:

— Existuje Siroka skéla fadicich algoritmd, které vyuzivaji rozmanité
navrhové techniky.

Teoretické limity:

- Lze dokazat netrivialni dolni mez pro fazeni porovnavanim
(Q(nlogn)).

— Nékteré algoritmy jsou asymptoticky optimalni, protoze jejich
horni meze odpovidaji dolni.

— Dolni mez pro fazeni lze pouzit k diikazu dolnich mezi pro jiné
problémy.

InZenyrské aspekty:

— Implementace fadicich algoritmi zahrnuje mnoho praktickych
faktord (znalost kli¢a a dat, pamétova hierarchie, softwarové pro-
stiredi).

Srovnavaci razeni urcuji sefazené poradi vstupniho pole porovnava-
nim prvkd.

Insertion Sort (Razeni vkladanim):

— Casova slozitost: ©(n?) (nejhorsi piipad).

— Rychlé pro malé vstupy; fadi na misté (in-place, tj. s konstantnim
dodate¢nym prostorem).

Merge Sort (Razeni slu¢ovanim):

- Casova slozitost: ©(nlogn) (vidy).
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— Nevyhoda: Neraradi na misté (vyzaduje dodateény prostor).
Heapsort (Razeni haldou):

- Casova slozitost: O(nlogn) (nejhorsi piipad).
- Radi na misté; vyuziva dalezitou datovou strukturu - haldu
(heap).
Quicksort (Rychlé razeni):
- Casova slozitost: ©(n?) (nejhorsi piipad), ale O(nlogn) oéekava-
ny cas.
- Radi na misté; v praxi ¢asto prekonava Heapsort.
Dolni mez pro srovnavaci razeni:
— Pomoci modelu rozhodovaciho stromu lze dokédzat Q(nlogn)
pro nejhorsi pripad libovolného srovnavaciho fazeni.
— Heapsort a Merge Sort jsou proto asymptoticky optimalni srov-

navaci fadici algoritmy.

Nesrovnavaci razeni mohou pfekonat dolni mez Q(nlogn) tim, Ze
ziskavaji informace o sefazeném poradi jinymi prostifedky nez porovna-
vanim prvki.

Counting Sort (Razeni poéitanim):

- Predpoklad: Vstupni éisla patii do mnoziny {0, 1, ..., k}.
— Vyuziva indexovani pole k urceni relativniho poradi.

— Casova slozitost: ©(k + n). Bézi v linearnim éase, pokud k = O(n).
Radix Sort (Radixové razeni):

- Rozsituje rozsah Counting Sortu.

— Pokud existuje n celych ¢isel k Fazeni, kazdé s d ¢islicemi, a kazda
¢islice muze nabyvat az k moznych hodnot.

- Casova slozitost: O(d(n + k)). B&zi v linearnim &ase, pokud d =
konst. a k = O(n).
Bucket Sort (Razeni do kbelik):

— Predpoklad: Vyzaduje znalost pravdépodobnostniho rozdéleni éi-
sel ve vstupnim poli (napf. rovnomeérné rozdélena realna cisla
v intervalu [0, 1)).

- Casova slozitost: O(n) v pramérném piipadé, O(n?) v nejhorsim
pripadé.
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Algoritmus Nejhorsi pripad Prumérny/Ocekavany
cas

Insertion Sort | ©(n?) 0(n?)

Merge Sort O(nlogn) G(n logn)

Heapsort O(nlogn)

Quicksort O(n?) O(nlogn) (otekavany)

Counting Sort | ©(k +n) Ok +n)

Radix Sort O(d(n+k)) O(d(n +k))

Bucket Sort O(n?) O(n) (pramérny)

* n: pocéet prvka k Fazeni.

¢ Pro Counting Sort: % je horni mezi pro hodnoty prvku ([0, &]).

* Pro Radix Sort: d je pocet Cislic, & je po¢et moznych hodnot jedné ¢islice.
* Pro Bucket Sort: klice jsou redlna ¢isla rovnomérné rozdélena v [0, 1).

* Definice: i-ta poradkova statistika mnoziny n ¢isel je i-té nejmensi
¢islo v této mnoziné.

¢ Naivni pristup: MuzZete najit i-tou poradkovou statistiku sefazenim
vstupu a indexovanim i-tého prvku ve vystupu.

- Casova slozitost: Q(nlogn) (kvili dolni mezi pro Fazeni).
¢ Efektivnéjsi algoritmy pro nalezeni i-té poradkové statistiky:

- Algoritmy, které umi najit i-ty nejmensi prvek v O(n) ¢ase i pro
libovolna realna cisla.
- Randomizovany algoritmus:

% Casova slozitost: O(n) oéekavany &as, ale ©(n?) v nejhorsim
pripadé.
% Casova sloZitost: O(n) v nejhorsim prlpadé.

¢ Dulezité pozadi:

— Analyzy algoritmu jako Quicksort, Bucket Sort a algoritmt pro po-
radkové statistiky éasto vyuzivaji pravdépodobnostni analyzu.

8 Heapsort

¢ Predstavuje dalsi algoritmus pro fazeni: Heapsort (fazeni haldou).
¢ Kombinuje nejlepsi vlastnosti diive probranych algoritm:

- Stejné jako Merge Sort: Casova slozitost O(nlogn).
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- Stejné jako Insertion Sort: Radi na misté (in-place), tzn. vyzaduje
pouze konstantni poc¢et dodateénych prvka pole mimo vstupni pole.

Zavadi novou techniku navrhu algoritmt: PouZiti datové struktury
(v tomto piipadé halda) pro spravu dat.

Halda neni jen pro Heapsort, ale je také zdkladem pro efektivni imple-
mentaci prioritni fronty.

Halda: Datova struktura pole, které 1ze vizualizovat jako témér uplny
binarni strom

L
(16

2 / 7\3
(14 10

A /\ S ] / \ . WK\AZ 8 9 10
@ 8\ :;7‘ 9 /’

3)  lws[1af10[87]9[3][2]4]1]
ATy,

2) 1 (1
. @ (b)

Kazdy uzel stromu odpovida prvku v poli.

Sy

zaplnéna zleva doprava.

Reprezentace polem: Pole A[1 ... n] reprezentuje haldu. M4 atribut
A.heap-size, ktery udava pocet prvka haldy aktualné uloZenych v poli
A.

- 0 < A.heap-size < n.
— Pokud A.heap-size = 0, halda je prazdna.

Koien stromu je vzdy prvek A[1].

Pro dany index uzlu 7 1ze jednoduse vypocéitat indexy jeho rodice, levého
potomka a pravého potomka:

PARENT(7)
1 return |i/2]

LEFT(i)
1 return 2i

RIGHT(i)
1 return2i + 1
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¢ Efektivita: Na vétsiné poéitach 1ze tyto operace implementovat pomoci
bitovych posunt:

— 2¢: posun i doleva o jeden bit.

- |4/2]: posun i doprava o jeden bit.

Casto se implementuji jako makra nebo inline procedury pro maximalni
rychlost.

¢ Existuji dva typy binarnich hald: max-haldy a min-haldy.

* Oba typy splnuji vlastnost haldy, jejiZ specifika zavisi na typu:

* Max-halda: Pro kazdy uzel i kromé koiene plati vlastnost:
A[ParenT(3)] > Ali]

To znamena, Ze hodnota uzlu je nejvyse rovna hodnoté jeho rodice.
Nejvétsi prvek v max-haldé je vzdy uloZen v koieni. Podstrom s kofenem
v daném uzlu obsahuje hodnoty ne vétsi nez hodnota samotného uzlu.

¢ Min-halda: Pro kazdy uzel i kromé koiene plati vlastnost:
A[ParenTt(7)] < Ali]
Nejmensi prvek v min-haldé je vzdy v kofeni.

¢ Heapsort pouzivda max-haldy. Min-haldy se bézné pouzivaji pro
implementaci prioritnich front (pozdéji).

¢ Vyska uzlu v haldé: Poéet hran na nejdelsi cesté dolt od uzlu k listu.
¢ Vyska haldy: Vyska jejiho kotene.

¢ Jelikoz halda s n prvky je zaloZena na tiplném binarnim stromu, jeji
vyska je ©(logn).

¢ Casova slozitost zakladnich operaci: Zdkladni operace s haldami
bézi v ¢ase nejvyse iumérném vysce stromu, a tedy trvaji O(logn).
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Nasledujici procedury jsou zakladem pro pochopeni Heapsortu a prio-
ritnich front:

MAX-HEAPIFY(A,i):

- Klicova procedura pro udrzovani vlastnosti max-haldy.

N

- Bézi v ¢ase O(logn).

BUILD-MAX-HEAP(An):
- Vytvoii max-haldu z nesetazeného vstupniho pole.
- Bézi v linedrnim ¢ase, O(n).

HEAPSORT(A,n):

— Setadi pole na misté.

N

- Bézi v ¢ase O(nlogn).

Procedury pro prioritni frontu: MAX-HEAP-INSERT, MAX-HE-
AP-EXTRACT-MAX, MAX-HEAP-INCREASE-KEY, MAX-HEAP-MA-
XIMUM.

- Bézi v ¢ase O(logn) plus ¢as na mapovani objektd do haldy a zpét.
Procedura MAX-HEAPIFY (A, ) udrzuje vlastnost max-haldy.
Vstupy: Pole A s atributem A.heap-size a index 7 do pole.
Predpoklady pri volani:

- Binarni stromy s koteny LEFT (i) a RIGHT (i) jsou jiz max-hal-
dy.

- Avsak A[i] mize byt mensi nez jeho potomci, ¢imZz porusuje vlast-
nost max-haldy.

Funkce: MAX-HEAPIFY necha hodnotu v A[i] “propadnout” dolti v max-
-haldé tak, aby podstrom s kofenem v indexu ¢ dodrzoval vlastnost
max-haldy.
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(©)

MAX-HEAPIFY (A, 1)
| = LEFT(i)
r = RIGHT(7)

if [ < A.heap-size and A[l] > A[i]

largest = |

(b)

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]

largest = r

1

2

3

4

5 elselargest = i
6

7

8 if largest # i
9

exchange A[i] with A[largest]
10 MAX-HEAPIFY (A, largest)

* Logika operace:

1. Index nejvétsi z prvka Afi], A[LEFT(i)] a AlRIGHT ()] ulozi do

proménné largest.

2. Pokud A[i] je nejvétsi, podstrom s koienem ¢ je jiz max-halda a nic

dalsiho neni potieba.

3. Jinak, jeden z potomku obsahuje nejvétsi prvek. Dojde k vyméné
obsahu pozici a largest. To zajisti, Ze uzel i a jeho potomci splfiuji

vlastnost max-haldy.

4. Uzel indexovany proménnou largest (ktery byl pravé snizen) vsak
mohl porusit vlastnost max-haldy. Proto se MAX-HEAPIFY re-

kurzivné vola na tento podstrom.

¢ Necht T'(n) je éasova slozitost v nejhor$im ptipadé, kterou procedura
zabere na stromu velikosti nejvyse n.

* Pro strom s kofenem v daném uzlu ¢ je doba béhu ©(1) (na Gpravu
vztaht mezi A[i], A[LEFT(i)] a AIRIGHT(i)]) plus ¢éas na spusténi
MAX-HEAPIFY na podstromu s kofenem v jednom z potomku uzlu i.
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¢ Kazdy podstrom potomkd m4 velikost nejvyse 2n/3.
* Proto mtuZeme ¢asovou slozitost MAX-HEAPIFY popsat rekurenci:
T(n) <T(2n/3)+ ©O(1)
* Reseni této rekurence (podle piipadu 2 Master theoremu) je T'(n) =
O(logn).

e Alternativné muZeme charakterizovat ¢asovou slozitost MAX-HEAPI-
FY na uzlu vysky h jako O(h).

¢ Procedura BUILD-MAX-HEAP(A, n) pfevadi pole A[l...n| na max-
-haldu.

e Vola MAX-HEAPIFY zdola nahoru.

* Listy: Prvky v podpoli A[|n/2|+1 ... n]jsou vSechny listy stromu, a proto
je kazdy z nich na zac¢atku 1-prvkova halda.

¢ BUILD-MAX-HEAP prochazi zbyvajici uzly stromu (ne-listy) a spousti
na kazdém z nich MAX-HEAPIFY.
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BUILD-MAX-HEAP(A,n)
1 A.heap-size = n

2 fori = |n/2| downto 1
3 MAX-HEAPIFY (4,1)

¢ Dukaz spravnosti (Loop Invariant):

— Invariant: Na zaéatku kazdé iterace cyklu je kazdy uzel i + 1,7 +
2, ...,n korenem max-haldy.

- Inicializace: Pfed prvniiteraci (: = [n/2])jsouuzly [n/2]|+1,...,n
listy a jsou tedy trivialni max-haldy.

— Indukce: Potomci uzlu ¢ maji vyssi indexy nez i. Podle invariantu
jsou tedy kofeny max-hald. To je presné podminka pro volani
MAX-HEAPIFY(A, i), aby se uzel i stal korenem max-haldy. MAX-
-HEAPIFY navic zachovava vlastnost pro uzly i + 1, ..., n. SniZzeni
1 obnovi invariant pro dalsi iteraci.

- Ukonceni: Smycka provede piesné |n/2] iteraci. Po ukonéeni je
1 = 0. Podle invariantu je kazdy uzel 1,2, ..., n kofenem max-haldy.
Zvlasté uzel 1 (koten) je.
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¢ Jednoduchy horni odhad: Kazdé volani MAX-HEAPIFY stoji O(logn)
a BUILD-MAX-HEAP provede O(n) takovych volani. Celkovy éas je
O(nlogn). Tento odhad je spravny, ale neni nejpiesnéjsi.

* Presnéjsi asymptoticky odhad:

- Cas pro MAX-HEAPIFY se méni s vyskou uzlu ve stromu. Vétsina
uzltt ma malou vysku.

- Halda s n prvky ma vysku [logn|.

- Na libovolné vysce h je nejvyse [n/2"+1] uzld. Navic, [n/2"+1] >
1/2pro0 < h < |logn|.

- Pro 2 > 1/2 plati [z] < 2z, proto [n/2"*1] < n/2" pro0 < h <
|logn|.

- Cas, ktery MAX-HEAPIFY potiebuje pro uzel vysky i je O(h).

¢ Celkové naklady na BUILD-MAX-HEAP jsou shora omezeny:

|logn|

Z |'n/2h+1‘| . ch
h=0
kde c je konstanta z O(h). Odvozeni (pouzitim geom. fady Z;O: 0 kxk =

ﬁ7 |.’L‘| < 1):

[logn| n [log 7] n [log 7] h <, 1/2
—|ch < —ch = — < — =en—"L" _ —2en=0
Z "2h+1-‘ ch = Z th cn hZ:O oh — C”}; 2h Cn<1 _ 1/2)2 cn (n>

h=0 h=0

¢ Zavér: Max-haldu z neserazeného pole mtiZeme vytvoiit v linearnim
case, O(n).

* Obdobné lze vytvorit min-haldu (pomoci MIN-HEAPIFY) v linearnim
case.

¢ Algoritmus HEAPSORT za¢in4 volanim procedury BUILD-MAX-HEAP
pro vytvoieni max-haldy ze vstupniho pole A[1 ... n].

* Princip Fazeni: ProtoZe maximélni prvek pole je uloZen v koteni A[1],
Heapsort jej mtize umistit na spravnou kone¢nou pozici vyménou s A[n].

¢ Iterativni proces:
- Jakmile je prvek A[n] na svém misté, uzel n se “odstrani” z haldy
(jednoduchym dekrementovanim A.heap-size).

— Potomci kotene ztstavaji max-haldami, ale novy kotrenovy prvek
muZe porusovat vlastnost max-haldy.

— Pro obnoveni vlastnosti max-haldy se jednoduse zavola MAX-HE-
APIFY(A,1), coz vytvori max-haldu v A[1...n — 1].
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— HEAPSORT pak tento proces opakuje pro max-haldu velikosti n —1
az do haldy velikosti 2.

HEAPSORT(A4,n)

1
2
3
4
5

BUILD-MAX-HEAP(A,n)

for i = n downto 2

exchange A[1] with A[i]

A.heap-size = A.heap-size — 1

MAX-HEAPIFY (4, 1)
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* Volani BUILD-MAX-HEAP trva O(n).

¢ Kazdé z n — 1 volani MAX-HEAPIFY trva O(logn).
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Celkova casova slozitost: O(n logn).

Optimalnost: Pozdéji uvidime, Ze jakykoli algoritmus fazeni zalozeny
na porovnavani vyzaduje Q(nlogn) porovnani, a tedy 2(nlogn) ¢asu.
Proto je Heapsort asymptoticky optimalni mezi algoritmy zaloZeny-
mi na porovnavani.

Praktické pouziti: PrestozZe je Heapsort asymptoticky optimalni, dob-
ra implementace Quicksortu (pozdéji) jej obvykle v praxi prekonava.

Vlastnosti Heapsortu

* V nejhorsim piipadé: O(nlogn).

Prostorova slozitost: O(1) (in-place azeni, protoze pouziva pouze
konstantni dodate¢ny prostor).

Neni stabilni (poradi prvki se stejnou hodnotou se miize zménit).

Halda (Heap): Téméi dplny binarni strom s vlastnosti haldy (rodi¢ >
potomci pro max-haldu).

Reprezentace polem: Efektivni diky vztahtim rodié/potomek i «»
li/2],2i,2i + 1.

MAX-HEAPIFY:
— Obnovuje vlastnost haldy dolt po stromé.
- Casova slozitost: O(logn).
BUILD-MAX-HEAP:
— Pieméni libovolné pole na haldu.

- Klicové: Vola ‘MAX-HEAPIFY* od spodnich drovni.
— Casova slozitost: O(n) (linearni!).
HEAPSORT:
— Faze 1: BUILD-MAX-HEAP (O(n)).
- Faze 2: Opakované vyjimani max prvku a MAX-HEAPIFY* (O(n logn)).
- Celkova ¢asova slozitost: ©(nlogn) v nejhorsim ptipadé.
— Prostorova slozitost: O(1) (in-place).

Prioritni fronta: Datova struktura pro udrzovani mnozZiny prvka, S,
z nichZ kazdy ma pridruzenou hodnotu zvanou klié¢.

Stejné jako haldy, prioritni fronty existuji ve dvou formach: max-prio-
ritni fronty a min-prioritni fronty. Zamétrujeme se na max-prioritni
fronty, které jsou zaloZeny na max-haldach.
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¢ Max-prioritni fronta podporuje nasledujici operace:

- INSERT(S, z, k): Vlozi prvek z s klicem k& do mnozZiny S, coz je
ekvivalentni operaci S = S U {z}.

- MAXIMUM(S): Vrati prvek z S s nejvétsim klicem.

- EXTRACT-MAX(S): Odstrani a vrati prvek z S s nejvétsim kli-
dem.

- INCREASE-KEY (S, z, k): Zvysi hodnotu kli¢e prvku z na novou
hodnotu k, ktera je alespon tak velka jako aktualni hodnota klice
x.

¢ Aplikace max-prioritnich front:

- Planovani dloh: MuzZete je pouzit k planovani uloh na poéitaci
sdileném vice uzivateli. Fronta priorit sleduje dlohy, které maji
byt provedeny, a jejich relativni priority. Kdyz je tiloha dokonéena
nebo pierusena, planovaé vybere dlohu s nejvyssi prioritou mezi
¢ekajicimi volanim EXTRACT-MAX. Nova dloha muze byt ptiddna
do fronty kdykoli volanim INSERT.

¢ Min-prioritni fronty: Podporuji operace INSERT, MINIMUM, EX-
TRACT-MIN a DECREASE-KEY.

— Simulace rrizena udalostmi: Polozky ve fronté jsou udalosti, kte-
ré maji byt simulovany, kazda s pridruzenym ¢asem vyskytu, ktery
slouzi jako jeji kli¢. Udalosti musi byt simulovany v poradi jejich
¢asu vyskytu, protoze simulace jedné udalosti mtize v budoucnu
zpusobit simulaci dal$ich udalosti. Simulaéni program vola EX-
TRACT-MIN v kazdém kroku k vybéru dalsi udalosti k simulaci.

* Ptredpokladdme, Ze A[i] je ukazatel na objekt v prioritni fronté a A[i].key
je jeho KIic.
MAX-HEAP-MAXIMUM (A)

1 if A.heap-size < 1
2 error “heap underflow”
3 return A[l]

MAX-HEAP-EXTRACT-MAX (A)

1 max = MAX-HEAP-MAXIMUM (A)
2 A[l] = A[A.heap-size]

3 A.heap-size = A.heap-size — 1

4 MAX-HEAPIFY (4, 1)
.5 return max

¢ MAX-HEAP-MAXIMUM(A): Casova slozitost: ©(1)

* MAX-HEAP-EXTRACT-MAX(A): Podobn4 ¢asti cyklu HEAPSORTu
(radky 3-5). Piedpokladame, ze MAX-HEAPIFY porovnava objekty
na zakladg jejich kli¢ovych atributi a aktualizuje mapovani. Casova
slozitost: O(logn) (konstantni prace + O(logn) pro MAX-HEAPIFY).
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MAX-HEAP-INCREASE-KEY (4, x, k)

1 ifk < x.key

2 error “new key is smaller than current key”

3 x.key =k

4 find the index i in array A where object x occurs

5 whilei > 1 and A[PARENT(i)].key < A[i].key

6 exchange A[i] with A[PARENT(i)], updating the information
priority queue objects to array indices

7 i = PARENT(Q)

¢ Princip: ZvySuje kli¢ prvku z na hodnotu k. Poté “posune” prvek na-
horu v haldé, dokud neni splnéna vlastnost max-haldy (podobné jako
vkladani v Insertion Sort).

* Pozn. potfebujeme udrzovat informaci (ukazatel) z prvku = na jeho
pozici v haldé.

o Casova slozitost: O(logn) (délka cesty ke koieni).
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MAX-HEAP-INSERT (A4, x, n)

1
2
3
4
5
6
7
8

if A.heap-size ==n
error “heap overflow”
A.heap-size = A.heap-size + 1
k = x.key
X.key = —00
A[A.heap-size] = x
map x to index heap-size in the array
MAX-HEAP-INCREASE-KEY (4, x, k)

Princip: Rozsiii haldu pfidanim nového listu s kliéem —oo. Poté zavola
MAX-HEAP-INCREASE-KEY pro nastaveni spravné hodnoty klice
a udrzeni vlastnosti haldy.

Casovi slozitost: O(logn) (plus rezie pro mapovani).

Quicksort

Algoritmus Quicksort ma ¢asovou slozitost v nejhorsim piipadé ©(n?)
pro pole n ¢isel.

Prakticka volba pro razeni: Navzdory pomalé ¢asové slozitosti v nej-
horsim piipadé je Quicksort éasto nejlepsi volbou v praxi.

- Je mimoradné efektivni v praméru: Oéekiavana ¢asova slozZi-
tost je ©(nlogn).
- Konstantni faktory skryté v notaci ©(nlogn) jsou malé.

Vyhody oproti Merge Sortu:

- Radi na misté (in-place) — vyZaduje pouze konstantni mnozstvi
paméti mimo azené pole.

— Dobie funguje i v prostiedich s virtualni paméti.
Nase studium Quicksortu je rozdéleno do éty¥ sekei:
Popis Quicksortu

— Algoritmus a dilezita podprogramova procedura PARTITION pro
rozdéleni pole.

Vykonnost Quicksortu

— Intuitivni diskuse o vykonu v nejhorsim, nejlep$im a vyvazeném
pripadé.

Randomizovana verze Quicksortu
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- Tento randomizovany algoritmus ma dobrou oéekavanou dobu
béhu a zadny konkrétni vstup nevyvolava jeho chovani v nejhor$im
pripadé.

¢ Analyza Randomizovaného Quicksortu

- Ukazuje ¢asovou sloZitost ©(n?) v nejhorsim ptipadé a oéekdvany
¢as O(nlogn).

® Quicksort, podobné jako Merge Sort, pouziva metodu rozdél a panuj
(divide-and-conquer).

* Tyifazovy proces pro Fazeni podpole Afp...r]:

Rozdél (Divide):

- Rozdéleni (pteskupeni) pole A[p...r] na dvé (moZna prazdna) pod-
pole:

# Alp...q— 1] (leva strana)

% Alg+ 1...r] (prava strana)
- Kazdy prvek v levé strané je mensi nebo roven pivotu Ag].
- Kazdy prvek v pravé strané je vétsi nez pivot A[q|.

— Index pivotu ¢ je vypocitan jako soucast procedury rozdéleni.
¢ Panuj (Conquer):

- Rekurzivni volani quicksortu pro sefazeni kazdého z podpoli A[p ... ¢—
1JaAlg+1..r].

¢ Kombinuj (Combine):
— Nedéla se nic: obé podpole jsou jiz sefazena, neni potieba zadna
préace pro jejich kombinaci.
- VSechny prvky v A[p...q — 1] jsou sefazeny a mensi nebo rovny
Alg).
- Vs8echny prvky v A[g + 1...7] jsou sefazeny a vétsi nez A[q].

— Celé podpole Alp...r] je tak sefazeno!

* Proserazeni celého pole A[l ... n| s n prvky je po¢ateéni volani Quicksort(A4, 1,n).

QUICKSORT(A4, p,r)

1 ifp<r

// Partition the subarray around the pivot, which ends up in A[q].
q = PARTITION(A, p,r)

QUICKSORT(A4, p,q — 1) // recursively sort the low side
QUICKSORT(A, g + 1,r) // recursively sort the high side

WD AW N
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Kli¢em k algoritmu je procedura PARTITION, ktera pireskupi podpole
Alp...r] na misté.

Vrati index délicitho prvku mezi dvéma stranami rozdéleni.
PARTITION vzdy vybere prvek 2 = A[r] jako pivot.

Béhem provadéni procedury spada kazdy prvek do jedné ze ¢tyt oblasti
(nékteré mohou byt prazdné).

Invarient cyklu (Loop Invariant): Na zac¢atku kazdé iterace cyklu
for v fadcich 3-6 plati pro libovolny index pole k£ nasledujici podminky:
1. Pokud p < k < i, pak A[k] < x (béZova oblast).
2. Pokud i +1 < k < j—1, pak A[k] > x (modra oblast).
3. Pokud k = r, pak A[k] = x (zlut4 oblast).

PARTITION(A, p, 1)

1 x = Alr] // the pivot
2 i=p-—1 // highest index into the low side
3 forj =ptor—1 // process each element other than the pivot
4 if A[j] <x // does this element belong on the low side?
5 i=i+1 // index of a new slot in the low side
6 exchange A[i] with A[j] // put this element there
7 exchange A[i + 1] with A[r] // pivot goes just to the right of the low side
8 returni + 1 . // new index of the pivot

p l J r

LT PP [P ] [+

- - 0

=x >Xx unknown
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PARTITION(A, p, )

1 x = A[r] // the pivot
2 i=p-—1 // highest index into the low side
3 forj =ptor—1 // process each element other than the pivot
4 ifA[j]<x // does this element belong on the low side?
5 i =1i+1 // index of a new slot in the low side
6 exchange A[i] with A[j] // put this element there
7 exchange A[i + 1] with A[r] // pivot goes just to the right of the low side
8 returni + 1 // new index of the pivot

14 ! J

EE S SRR

S
<x >x unknown

¢ Finalizace: Posledni dva radky dokonc¢uji vyménou pivotu s levym prv-
kem vétsim nez x, ¢imz se pivot pfresune na spravné misto v rozdéleném
poli, a poté vrati novy index pivotu.

* Vystup nyni spliiuje specifikace pro krok “rozdél”.

¢ Invarient cyklu: Na zacatku kazdé iterace cyklu *for’ plati pro libovol-
ny index pole &:
1. Pokud p < k <, pak A[k] < x.
2. Pokudi+1<k<j—1,pak Ak] > z.
3. Pokud k = r, pak A[k] = z.

PARTITION(A, p,r)

1 x = Alr] // the pivot
2 i=p-—1 // highest index into the low side
3 forj=ptor—1 // process each element other than the pivot
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* Musime ukazat, Ze invariant cyklu je pravdivy pied prvni iteraci, Ze
kazda iterace cyklu invariant udrzuje, Ze se cyklus ukond¢i a Ze spravnost
vyplyva z invariantu po ukonéeni cyklu.

¢ Inicializace: Pied prvni iteraci cyklu mame i = p — 1 a j = p. Protoze
zZadné hodnoty nelezi mezi p a i a Zddné hodnoty nelezi mezii+1a j—1,
prvni dvé podminky invariantu cyklu jsou trividlné splnény. Ptitrazeni
v Fadku 1 spliiuje tfeti podminku (A[r] = x).

¢ Invarient cyklu: Na zac¢atku kazdé iterace cyklu *for’ plati pro libovol-
ny index pole k:
1. Pokud p < k <, pak A[k] < z.
2. Pokud i +1 <k <j—1, pak A[k] > x.
3. Pokud k = r, pak A[k] = z.

3 forj =ptor—1 // process each element other than the pivot
4 if A[j]<x // does this element belong on the low side?
5 i=i+1 // index of a new slot in the low side

6 exchange A[i] with A[j] // put this element there

¢ Iterace: UvaZzujeme dva piipady, v zavislosti na vysledku testu v fadku
4.

- Pokud A[j] > x: Jedina akce v cyklu je inkrementace j. Po inkre-
mentaci j plati druha podminka pro A[j — 1] a v§echny ostatni
zaznamy zustavaji nezménény.

- Pokud A[j] < z: Cyklus inkrementuje i, prohodi A[i] a A[j], a poté
inkrementuje j. Diky prohozeni mdme nyni A[i] < z a podminka 1
je splnéna. Podobné mame A[j — 1] > z, protoze prvek, ktery byl
prohozen do A[j — 1], je podle invariantu cyklu vétsi nez «.

¢ Invarient cyklu: Na za¢atku kazdé iterace cyklu for’ plati pro libovol-
ny index pole k:
1. Pokud p < k <, pak A[k] < x.
2. Pokud i +1 <k <j—1, pak A[k] > «.
3. Pokud k = r, pak A[k] = «.

3 forj=ptor—1 // process each element other than the pivot
4 if A[j]<x // does this element belong on the low side?
5 i=i+1 // index of a new slot in the low side

6 exchange A[i] with A[j] // put this element there

7 exchange A[i + 1] with A[r] // pivot goes just to the right of the low side
8 returni + 1 // new index of the pivot

* Ukonceni: Cyklus provede piesné r — p iteraci, takze se ukonci, kdyz
j=r.
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V tomto okamziku je neprozkoumané podpole A[j...r — 1] prdazdné.

Kazdy zaznam v poli patii do jedné ze tii mnozin popsanych invarian-
tem:

1. Ty mensi nebo rovné x (leva strana).
2. Ty vétsi nez x (prava strana).

3. Jednoprvkova mnozina obsahujici = (pivot).

Casova slozitost Quicksortu zavisi na tom, jak vyvazené je kazdé roz-
déleni, coz zase zavisi na tom, které prvky jsou pouzity jako pivoty.

Vyvazené déleni: Pokud jsou obé strany rozdéleni piiblizné stejné
velikosti, algoritmus bézi asymptoticky stejné rychle jako Merge Sort
(O(nlogn)).

Nevyvazené déleni: Pokud je déleni nevyvazené, miiZe bézZet asympto-
ticky stejné pomalu jako Insertion Sort (O(n?)).

Ackoli Quicksort Fadi na misté (in-place), mnozstvi paméti, které pou-
ziva (kromé razeného pole), neni konstantni.

Kazdé rekurzivni volani vyZaduje konstantni mnozstvi mista na zasob-
niku volani (runtime stack).

Proto Quicksort vyZzaduje paméf itmérnou maximalni hloubce rekurze.
V nejhors$im ptipadé to mize byt az ©(n).

K chovani Quicksortu v nejhor§im piipadé dochazi, kdyz déleni produ-
kuje jeden podproblém s n — 1 prvky a jeden s 0 prvky.

Ptedpokladejme, Ze toto nevyvazené déleni nastava pti kazdém rekur-
zivnim volani.

Néaklady na délent jsou ©(n).

Protoze rekurzivni volani na pole velikosti 0 se jednoduse vrati bez
provedeni ¢ehokoli (7°(0) = ©(1)), rekurence pro ¢asovou sloZitost je:

T(n)=T(n—1)+T(0)+ O(n)
=T(n—1)+0O(n)

Soucétem nakladd vynalozenych na kazdé drovni rekurze ziskame arit-
metickou ¥adu, ktera se vyhodnoti na ©(n?).

Tedy, pokud je déleni maximéalné nevyvazené na kazdé rekurzivni
urovni algoritmu, éasova slozitost je ©(n?).
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Dulezité: Casova sloZitost O(n?) nastava, kdyz je vstupni pole jiz zcela
sefazeno (situace, ve které Insertion Sort bézi v ¢ase O(n)).

V nejpravdépodobnéjsim rovnomérném rozdéleni produkuje PARTITI-
ON dva podproblémy, kazdy o velikosti nejvyse n/2.

- Jeden je o velikosti [(n —1)/2] < n/2.
- Druhy je o velikosti [(n —1)/2] < n/2.

Vv,

V tomto piipadé bézi Quicksort mnohem rychleji. Horni hranice éasové
sloZitosti muzZe byt popsana rekurenci:

T(n) =2T(n/2)+ O(n)
Podle pripadu 2 Mater theoremu ma tato rekurence feseni 7'(n) =
O(nlogn).

Tedy, pokud je déleni stejné vyvazené na kazdé arovni rekurze, vysled-
kem je asymptoticky rychlejsi algoritmus.

Primérna ¢asova slozitost Quicksortu je mnohem bliZe nejlepSimu
pripadu nezZ nejhor§imu.

Predpokladejme naptiklad, Ze algoritmus produkuje proporcionalni
rozdéleni 9 ku 1.

Pak ziskdme rekurenci:
T(n) =T(9n/10) + T(n/10) + O(n)

Rekurze konéi v hloubce log, / n = ©(logn) (pro mensi stranu).

Rekurze konéi v hloubce log, | o= O(logn) (pro vétsi stranu).

Naklady na kazdé urovni stromu rekurze jsou O(n).

Zavér: 1 s proporcionalnim rozdélenim 9 ku 1 na kazdé drovni rekurze,
coz se intuitivné zda byt vysoce nevyvazené, bézi Quicksort v ¢ase
O(nlogn) — asymptoticky stejné jako by bylo rozdéleni pfesné uprostied.

Jakékoli rozdéleni s konstantni proporcionalitou vede ke stromu rekur-
ze hloubky O(logn), kde naklady na kazdé trovni jsou O(n). Casova
slozitost je tedy O(nlogn), kdykoli ma rozdéleni konstantni proporcio-
nalitu. Pomér rozdéleni ovliviiuje pouze konstantu skrytou v O-notaci.
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¢ Abychom ziskali jasnou predstavu o ocekdvaném chovani Quicksortu,
musime néco piredpokladat o distribuci jeho vstupu.

¢ Jelikoz Quicksort urcuje sefrazené poradi pouze pomoci porovnani mezi
vstupnimi prvky, jeho chovani zavisi na relativnim poradi hodnot
v danych prveich pole, nikoli na konkrétnich hodnotéch.

¢ Predpoklddame, Ze véechny permutace vstupnich ¢isel jsou stejné
pravdépodobné a Ze prvky jsou ruzné.

¢ V primérném piipadé PARTITION produkuje smés “dobrych” a “Spat-
nych” rozdéleni.

® V rekurznim stromu pro primeérné provedeni PARTITION jsou dobra
a $patna rozdéleni nahodné rozloZena po celém stromé.

¢ Piedpokladejme, Ze dobra a Spatna rozdéleni stiidaji drovné ve stromu
a Ze dobra rozdéleni jsou nejlepsim pripadem a Spatna rozdéleni jsou
nejhors$im piipadem.

¢ Priklad: Dvé po sobé jdouci irovné rekurzniho stromu:

— V koteni jsou ndklady na rozdéleni n a vytvoirena pole maji velikosti
n — 1 a 0 (nejhorsi pripad).

— Na dalsi drovni se pole velikosti n — 1 rozdéleni na pole velikosti
(n—1)/2—T1a(n—1)/2.
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/n\ ——> 0O(n) n ——— 0(n)

-1
/” \ (n—l)/Z/ }1)/2

(n-1)2-1 (n-1)/2
(a) (b)

0

¢ Kombinace Spatného rozdéleni nasledovaného dobrym produkuje tii
pole o velikostech 0, (n —1)/2 — 1 a (n — 1)/2 s ndklady na rozdéleni
O(n)+6(n—1) =06(n).

¢ Tato situace je nanejvys o konstantni faktor horsi nez situace, kde se
jedna troven rozdéli na dvé pole o velikosti (n — 1)/2, s naklady ©(n).
A tato situace je vyvazena (obr. (b))!

/n\ ——> O(n) n ——— 0O(n)

-1
/” \ (n—l)/2/ }1)/2

(n-1)2-1 (n-1)2
(a) (b)

0

¢ Intuitivné: Naklady ©(n—1) $patného rozdéleni se mohou “absorbovat”
do naklada O(n) dobrého rozdéleni a vysledné rozdéleni je dobré.

e Zavér: Casova slozitost Quicksortu, kdyz se urovné stiidaji mezi dob-
rymi a Spatnymi rozdélenimi, je podobna éasové slozitosti pouze pro
dobra rozdéleni: stdle O(nlogn), ale s mirné vétsi konstantou skrytou
O-notaci.

* V predchozim jsme piedpokladali, Ze vSechny permutace vstupnich
¢isel jsou stejné pravdépodobné. Tento predpoklad v§ak ne vzdy plati.

* Randomizace mizZe byt nékdy pridana k algoritmu pro ziskani dobré-
ho oéekavaného vykonu pro vSechny vstupy.

z Xz

* Pro Quicksort randomizace prinasi rychly a prakticky algoritmus.
Mnoho softwarovych knihoven poskytuje randomizovanou verzi Quicksor-
tu jako preferovany algoritmus pro fazeni velkych datovych sad.

* O co jde? Misto pouziti A[r| jako pivotu, randomizovana verze na-
hodné vybere pivota z pole A[p ... r|, kde kazdy prvek v A[p...r] ma
stejnou pravdépodobnost byt vybran.

* Poté tento prvek vyméni s A[r] pied provadénim déleni.
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* ProtoZe pivot je vybran nahodné, o¢ekavame, Ze rozdéleni vstupniho
pole bude v priméru rozumné dobie vyvazené.

¢ Zmény v PARTITION a QUICKSORT jsou malé.

* Nova procedura rozdéleni, RANDOMIZED-PARTITION, jednoduse provede
vyménu pied provedenim déleni.

* Nova procedura Quicksortu, RANDOMIZED-QUICKSORT, vola RANDOMIZED-
-PARTITION namisto PARTITION.

RANDOMIZED-PARTITION (4, p, 1)

1 i = RANDOM(p,r)
2 exchange A[r] with A[i]
3 return PARTITION(A, p,r)

RANDOMIZED-QUICKSORT (A4, p, 1)

1 ifp<r

2 q = RANDOMIZED-PARTITION (A4, p, 1)
3 RANDOMIZED-QUICKSORT (4, p,q — 1)
4 RANDOMIZED-QUICKSORT(A4,q + 1,r)

 Déleni v nejhor$im piipadé na kazdé urovni rekurze ma sloZitost ©(n?).
Nyni to dokazZeme.

* PouZijeme substituéni metodu.

¢ Necht T'(n) je éas v nejhorsim ptipadé pro proceduru QUICKSORT na
vstupu velikosti n.

¢ Protoze PARTITION produkuje dva podproblémy s celkovou velikosti
n — 1, mame:

T(n)= max {T(¢q)+T(n—1—q)}+O(n)

0<g<n—1

* Hypotéza: T'(n) < cn? pro n&akou konstantu ¢ > 0.

¢ Dosazenim hypotézy do rekurence:

T(n) < max {cg>+c(n—1—-¢)?}+0(n)=c- max {¢*+ (n—1—¢q)*} +0O(n)

© 0<g<n—1 0<g<n—1

* Funkece f(¢9) =¢*+(n—1—¢)?<(n—1)2prog=0,..,n—1.

* Tedy: T(n) < c(n—1)? + O(n) < c(n?—2n+1) + O(n) < cn? —c(2n —
1) + ©(n) Volbou dostate¢né velkého ¢ tak, aby ¢(2n — 1) dominovalo
O(n) dostaneme T'(n) < cn?.
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Zavér: T'(n) = O(n?). ProtoZe jsme vidéli, Ze v nejhorsim piipadé je to
Q(n?), celkové je ¢asova slozitost v nejhorsim p¥ipadé ©(n?).

Intuitivné: Ocekdvand doba béhu RANDOMIZED-QUICKSORTu je
O(nlogn). Pokud na kazdé urovni rekurze déleni provedené RANDO-
MIZED-PARTITION umisti konstantni zlomek prvki na jednu stranu
rozdéleni, pak rekurzni strom ma hloubku ©(logn) a na kazdé drovni
se provede O(n) préace.

I kdyz pridame nékolik novych trovni s maximalné nevyvazenym roz-
délenim mezi témito irovnémi, celkovy ¢as zlstava O(nlogn).

Kombinaci této horni hranice o¢ekavané doby béhu s dolni hranici
nejlepsiho piipadu Q(nlogn) ziskdme oéekavanou dobu béhu ©(n logn).

Predpoklad: Hodnoty Fazenych prvkd jsou rézné.
Vybér pivota:
- Standardné: Posledni prvek (jako v nasi ‘PARTITION).

- Randomizovany: Nahodny prvek.

— Median ze t¥i: Vybere median z prvniho, stfedniho a posledniho
prvku. To poméh4 snizit pravdépodobnost §patného pivota.

Zpracovani malych podpoli:

— Pro velmi malé pole (napi. n < 10) je Insert Sort ¢asto rychlejsi
nez Quicksort kvili mensim konstantnim faktortm.

— Lze Quicksort upravit tak, aby pro mala podpole volal Insert Sort,
nebo je ponechal neseiazené a setadil celé pole jednim volanim
Insert Sortu na konci.

Stabilita: Quicksort neni stabilni fadici algoritmus (potradi prvkua se
stejnou hodnotou se mize zménit).

Quicksort: Algoritmus typu "rozdél a panuj”, in-place razeni.

Procedura PARTITION: Kli¢ova pro rozdéleni pole kolem pivota.
B&zi v O(n).

Nejhorsi piipad: ©(n?) (nevyvazené rozdéleni).

Nejlepsi a pramérny pripad: ©(nlogn) (diky vyvazenému rozdéle-
ni).

Randomizovany Quicksort:

— Vybira pivot nahodné, ¢imz eliminuje zavislost na vstupnich da-
tech.
- Zajistuje, Ze ofekavany cas je O(nlogn) pro jakykoli vstup.

Praktické vyhody: Rychly v praxi, in-place.
Nevyhody: Neni stabilni, nejhorsi piipad ©(n?) (i kdyZ vzacny).
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10 Razeni v linearnim c¢ase

FUNCTION LINEARSORTI(LIST):
STARTTIME=TIME()
MERGESORT(LIST)
SLEEP( |6 =LENGTH (LIST) - (TIME()- STARTTIME)
RETURN

HoW To 50RT A UIST IN UNEAR TIME

¢ Vidéli jsme algoritmy, které umi fadit n ¢isel v ¢ase O(nlogn):
— Merge Sort a Heapsort dosahuji této horni hranice v nejhorsim
pripadé.
— Quicksort ji dosahuje v praméru.

* Pro kazdy z téchto algoritmi mutizeme vytvorit vstup, ktery zptsobi
béh v ¢ase Q(nlogn).

¢ Tyto algoritmy sdileji zajimavou vlastnost: sefazené poradi urcuji pou-
ze na zakladé porovnani mezi vstupnimi prvky. Nazyvame je srov-
navaci radici algoritmy.

¢ Dolni hranice pro razeni
- Dokazeme, Ze jakykoli srovnavaci fadici algoritmus musi v nejhor-
$im p¥ipadé provést Q(nlogn) porovnani.
— Merge Sort a Heapsort jsou asymptoticky optimalni.

¢ Algoritmy s linearni ¢casovou slozitosti
- Counting Sort (Razeni po&itanim)
- Radix Sort (Radixové Fazeni)
— Bucket Sort (Segmentové azeni)

¢ Tyto algoritmy pouzivaji jiné operace nez porovnavani k urceni
sefazeného potradi. Proto se na né dolni hranice Q(n logn) nevztahuje.

* Srovnavaci Fadici algoritmus pouZiva pouze porovnani mezi prvky
k ziskéani informaci o potadi vstupni posloupnosti (a,, a,, ..., a,).

r'n
* Pro dva prvky a; a a; provadi jeden z testt a; < a;, a; < a;, a; = a;,
a; > aj, nebo a; > a;, aby ur¢il jejich relativni potadi.

¢ Nesmi kontrolovat hodnoty prvkad ani ziskdvat informace o poradi jinym
zpusobem.

00brazek pievzat z xked.
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Predpoklad pro dikaz dolni hranice: VSechny vstupni prvky jsou
ruzné.
— Dolni hranice plati i pro piipad, kdy prvky nejsou razné.
- Porovnani typu a; = a; jsou zbytecna.
- Porovnani a; < a;, a; > a;, a; > aj, a a; < a; jsou ekvivalentni,
protoZe poskytuji stejné informace.
- Proto predpokladdme, Ze vSechna porovnani jsou typu a; < a;.

Srovnavaci Fadici algoritmy lze abstraktné zndzornit pomoci rozhodo-
vacich stromi.

Rozhodovaci strom je tplny binarni strom (kazdy uzel je bud'list nebo
ma oba potomky), ktery reprezentuje porovnani provadéna konkrétnim
fadicim algoritmem na vstupu dané velikosti.

C1: D
=~
(235 13D

N\ -

>
123) as) (2.13) (23
=

S :

X

A&

(132) (3.12)) (23.1) (32.1))

Ignoruji se ¥izeni, pfesun dat a vSechny ostatni aspekty algoritmu.

(i)

33 T

2 2N
a2d)  CEy  feid)  CEY

X 5"\
(132) (3.12)) (2.3.1) (B2.1)

Vnitini uzel je oznacen i : j pro i,j € {1,...,n}, n je pofet prvka
vstupni posloupnosti.

- Oznacuje porovnani a; < a;.
- Levy podstrom urcuje nasledné porovnéni, pokud a; < a;.

- Pravy podstrom uré¢uje nasledna porovnani, pokud a; > a;.
Piiklad stromu pro (a; = 6,a, = 8,a3 = 5) (oznaceno ¢erveneé).
Kazdy list je oznaéen permutaci (7(1), 7(2),...,7(n)).

- Oznacuje sefazené poradi a, ) < a9 < < gy

Vykonani algoritmu odpovida prochézeni cesty od kofene k listu.
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¢ Kazdy spravny radici algoritmus musi byt schopen vygenerovat kazdou
permutaci svého vstupu. Proto kazda z n! permutaci na n prvcich musi
byt alespon jednim z listi rozhodovaciho stromu. Tyto listy musi byt
dosazitelné.

237 T3

= N\ 2N
(12.3) C13) (2,13) 2:3)

=\ R
(132) (3,1.2)] (23,1) [(3,2,1)

¢ Délka nejdelsi cesty od koiene rozhodovaciho stromu k jakémukoli jeho
dosazitelnému listu predstavuje nejhorsi pocet porovnani, které
odpovidajici Fadici algoritmus provede.

* Nejhorsi pocet porovnani pro dany srovnavaci radici algoritmus se
rovna vysce jeho rozhodovaciho stromu.

* Dolni hranice pro vysky vSech rozhodovacich stromt, ve kterych se
kazda permutace objevuje jako dosazitelny list, je tedy dolni hranici
pro dobu béhu jakéhokoli srovnavaciho fadiciho algoritmu.

Véta 10.1. Jakykoli srovndvaci Fadici algoritmus vyZadugje v nejhorsim pri-
padé Q(nlogn) porovndni.

Dikaz. ¢ Necht h je vyska rozhodovaciho stromu a ¢ je pocet dosazitel-
nych listt odpovidajicich srovnavacimu Fazeni n prvki.

* Protoze kazda z n! permutaci vstupu se objevi jako jeden nebo vice listd,
plati £ > n!

* ProtoZe binarni strom vysky 4 ma nejvyse 2" listd, plati 2" > ¢ > n!

* Logaritmovanim ziskdme: i > log(n!) (protoze funkce log je monoténné rostouci)
* Vime, Ze log(n!) = O(nlogn)

e Tedy: h = Q(nlogn)

10.1 Counting Sort

¢ Counting sort predpoklada, ze kazdy z n vstupnich prvku je celé
¢islo v rozsahu 0 az k, pro néjaké celé ¢islo k.

* BéZi v ¢ase ©(n + k). Pokud k = O(n), Counting sort bézi v ¢ase ©(n).

¢ Counting sort nejprve pro kazdy vstupni prvek z uréi poéet prvka
mens§ich nebo rovnych z.
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Poté tuto informaci pouZije k pfimému umisténi prvku z na jeho pozici
ve vystupnim poli. (Naptiklad, pokud je 17 prvkt mensich nebo rovnych
x, pak z pat¥i na vystupni pozici 17.)

Musime tento plan mirné upravit, abychom zvladli situaci, kdy nékolik
prvki ma stejnou hodnotu, protoze nechceme, aby vSechny skoncily na
stejné pozici.

Procedura CountinG-Sort ptijima na vstupu pole A[l ... n], velikost n
tohoto pole a limit k pro nezaporné celo¢iselné hodnoty v A. Vrati svij
sefazeny vystup v poli B[l ...n] a pro dofasné pracovni tloZisté pouziva
pole C[0 ... k].

COUNTING-SORT(A4, n, k)
let B[1:n] and C[0: k] be new arrays

O 00 N N WA W N =

—_ = = =
AW N = O

fori = 0tok
Cli]=0
for j = 1ton

ClA[]l = ClA[]] +1

// C[i] now contains the number of elements equal to i.
fori = 1tok

Cli] = Cli]+C[i — 1]

// C[i] now contains the number of elements less than or equal to i .
// Copy A to B, starting from the end of A.
for j = n downto 1

B[C[A[j]I] = A[/]
C[A[j]] = C[A[j]]—1 // to handle duplicate values

return B

Faze 1 (fadky 2-3): Inicializace pole C na nuly. Trva ©(k) ¢asu.

Faze 2 (fadky 4-5): Prichod pole A. Nalezenim prvku s hodnotou i se
inkrementuje C[i]. Po tomto cyklu C[i] = poéet prvka rovnych i. Trva
O(n) ¢asu.

Faze 3 (fradky 7-8): Prichod C. C[i] = pocet prvku < i. Trva ©(k) ¢asu.

Faze 4 (*fadky 11-13): Prtchod A v opaéném poradi, umisténi prvki
do B, zajistuje stabilitu. Trva O(n) casu.

COUNTING-SORT(4, n, k)

© N NN R W N —

oo =S v

let B[1:n] and C[0: k] be new arrays

fori = 0tok
Cli]=0
for j = 1ton

ClA[jIl = ClA[TI +1
// C[i] now contains the number of elements equal to i .
fori = 1tok
Cli] =C[i]+C[i —1]
// C[i] now contains the number of elements less than or equal to i .
// Copy A to B, starting from the end of A.
for j = n downto 1
B[C[A[j]I] = A[j]
C[A[j]] = C[A[j]]—1 // to handle duplicate values
return B
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COUNTING-SORT(A4,n, k)
1 let B[1:n] and C[0:k] be new arrays

1 2 3 45 6 7 8 1 23456738 2 fori =0tk
AEBERERR] PO | s
1 2 3 4 5 Cc ﬂﬂ 1 2 3 4 5 : for jc[zA[ljﬁ)i ClA[j]]+ 1
¢ .nnn clz2]2]4]s[7]8] 6 // C[i] now contains the number of elemer
(a) (b) (©) 7 fori = 1tok
8 Cli] = Cli]+C[i —1]
1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 45 6 7 8 9 // Cli] now contains the number of elemer
B Jol T T T I3[ B[ Jo[ T T I3]3]] I 23 4 5 6 7 sl0 // CopyAto B,starting from the end of 4
01 2 3 45 2 3 4 s [ofo]2]2]3]3]3]5]!! foerzand(?wntolA.
12 =
aoooun I EnEun s CUUT= -1 o hana
(d) (e) () 14 return B

* Cyklus for v fadcich 2-3 trva O(k) ¢asu

¢ Cyklus for v fadcich 4-5 trva O(n) ¢asu

* Cyklus for v ¥adcich 7-8 trva O(k) ¢asu

¢ Cyklus for v ¥adcich 11-13 trva ©(n) ¢asu.
* Celkovy ¢as je tedy O(k + n).

¢ V praxi se Counting sort obvykle pouziva, kdyz mame k£ = O(n), v tako-
vém piipadé je doba béhu O(n).

¢ Counting sort muze pirekonat dolni hranici Q(nlogn), protoze neni
srovnavacim radicim algoritmem.

P

— Ve skuteénosti se v kddu nikde nevyskytuji Zddn4 porovnani mezi
vstupnimi prvky.

— Misto toho Counting sort pouziva skuteéné hodnoty prvki k inde-
xovani do pole.

¢ Dulezitou vlastnosti Counting sortu je, Ze je stabilni: prvky se stejnou
hodnotou se objevi ve vystupnim poli ve stejném poiadi, v jakém se
objevily ve vstupnim poli.

— Tedy, fesi shody mezi dvéma prvky pravidlem, Ze kterykoli prvek
se objevi diive ve vstupnim poli, objevi se dfive i ve vystupnim
poli.

* Vlastnost stability je obvykle dulezita pouze tehdy, kdyz se s fazenym
prvkem pienaseji i pridruzena data (satellite data).

¢ Stabilita Counting sortu je dileZita i z jiného divodu: Counting sort se
¢asto pouziva jako podprogram v Radix sortu. Aby Radix sort fungoval
spravné, Counting sort musi byt stabilni.
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10.2 Radix Sort
¢ Radix sort byl algoritmus pouzivany v dérovackovych strojich.

* Pro desetinna ¢isla pouziva kazdy sloupec pouze 10 pozic. d-ciferné ¢islo
zabira d sloupcd.

¢ Radix sort fadi podle nejméné vyznamné cislice jako prvni.

— Algoritmus poté kombinuje sloupce do jediného.
— Poté se vSe znovu setfadi podle druhé nejméné vyznamné cislice.

— Proces pokracuje, dokud nejsou ¢isla seiazena podle vSech d éislic.

* Pouze d prichoddu je potieba k seiazeni.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 —> 457 —> 839 —> 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

* Aby Radix sort fungoval spravné, Fazeni podle ¢islic musi byt stabilni.

- Rapix-Sorr ptedpoklada, ze kazdy prvek v poli A[1 ... n] m4 d éislic,
kde ¢islice 1 je ¢islice nejnizsiho fadu a €islice d je ¢islice nejvyssiho
radu.

RADIX-SORT(A4,n,d)

1 fori =1tod
2 use a stable sort to sort array A[l : n] on digit

¢ Rabpix-Sort neiika, ktery stabilni fadici alg. pouzit, bézné se pouziva COUNTING-SORT.

Lemma 10.2. Pro n d-cifernych ¢isel, kde kazda c¢islice miiZe nabyvat az
k hodnot, Rapix-Sort sprdavné fadi tato ¢isla v ¢ase O(d(n + k)), pokud
pouZity stabilni fadici algoritmus trvd O (n + k).

Diikaz. Korektnost plyne indukei pro fazeny sloupec. Doba béhu zavisi
na pouzitém stabilnim Fadicim algoritmu. Kazdy prichod n d-cifernymi
Cisly trva O(n + k), je d prachodd, tj. ©(d(n + k)). O

¢ Pokud d je konstanta a k = O(n), miZeme radix sort spustit v linearnim
dase.

Lemma 10.3. Pro n b-bitovych éisel a libovolné kladné celé &islo r < b, RADIx-

-SorT spravné radi tato ¢isla v ¢ase O((b/r)(n + 27)), pokud pouZity stabilni
Fadict algoritmus trvd ©(n + k) pro vstupy v rozsahu 0 aZ k.
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Diikaz (shrnuti). Pro hodnotu » < b vnimame kazdy kli¢ jako d = [b/r]
¢islic po r bitech. Kazda cislice je celé ¢islo v rozsahu 0 az 2" — 1, takze
muzeme pouzit Counting sort s £ = 2" — 1. Kazdy priachod Counting sortu
trva ©(n + k) = ©(n + 2") a existuje d prichodd, celkem tedy ©(d(n +2")) =
O((b/r)(n+2")). O

Napi. 32-bit ¢éislo jako étyti 8-bitova éisla, tj. b = 32,r =8,k =2"—1 = 255
ad=>b/r=4.
¢ Optimalni r: Pro minimalizaci vyrazu (b/r)(n + 27):

— Pokud b < [logn]: Volba r = b dava éasovou slozitost ©(n), coz je
asymptoticky optimalni.

- Pokud b > |logn]: Volba r = |logn| dava nejlepsi ¢asovou sloZitost
s pFesnosti na konstantni faktor, a to ©(bn/logn).

Je Radix sort lepsi nez algoritmy zaloZené na porovnani, jako je Quicksort?

Pokud b = O(logn) a r ~ log n, pak éasova slozitost Radix sortu je ©(n),
coz se zda byt lepsi nez ofekdvana doba béhu Quicksortu O(nlogn).

Dulezité rozdily v konstantach:

— Radix sort mutze provést méné prichodt nez Quicksort pres n
kli¢t, ale kazdy prichod Radix sortu muze trvat podstatné déle.

- Ktery radici algoritmus je lep$i, zavisi na vlastnostech implemen-
tace, pouzitém stroji (napt. Quicksort ¢asto efektivnéji vyuziva
hardwarové cache) a vstupnich datech.

Verze Radix sortu, ktera pouziva Counting sort jako stabilni Fadici algo-
ritmus, nefradi na misté, coz mnoho srovnavacich Fadicich algoritmu
s ¢asovou slozitosti ©(nlogn) déla.

— Pokud je tedy primarni pamét cenna, muze byt lepsi volbou in-
-place algoritmus, jako je Quicksort.
10.3 Bucket Sort

¢ Bucket sort predpoklada, Ze vstup je z rovnomérné distribuce a ma
v pramérném piipadé ¢asovou sloZitost O(n).

¢ Je rychly, protoze predpoklada néco o vstupu: Vstup je generovan na-
hodnym procesem, ktery rovnomérné a nezavisle distribuuje prvky
v intervalu [0, 1).

* Bucket sort rozdéluje interval [0, 1) na n stejné velkych podintervald,
neboli kbelika (buckets), a poté distribuuje n vstupnich éisel do téchto
kbelik1.
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—_
(=}

dJelikoZ jsou vstupy rovnomérné a nezavisle distribuovany, neo¢ekavame,
Ze mnoho ¢éisel spadne do stejného kbeliku.

Pro vytvoreni vystupu jednoduSe seradime ¢isla v kazdém kbeliku
a poté projdeme kbeliky v poradi a vypiSeme prvky z kazdého.

B
0|/
1 [ {12 F>{17/]
2 | {21 F{23[ F>{26/]
3| —>{39/]
4|/
5|/
6 | ——>{.68]/]
7| {72l F>{78]/]
8|/
9 5

(b)

Procedura BUCKET-SORT piedpokladd, Ze vstup je pole A[l...n| a zZe
kazdy prvek A[i] v poli spliiuje 0 < A[i] < 1.

Kéd vyzaduje pomocné pole B[0...n — 1] seznamu (kbeliki).

BUCKET-SORT(A, n)

let B[0:n — 1] be a new array
fori =0ton —1
make B[i] an empty list
fori = 1ton
insert A[i] into list B[|n - A[i]]]
fori =0ton —1
sort list B[i] with insertion sort
concatenate the lists B[0], B[1],..., B[n — 1] together in order
return the concatenated lists

O 00 3 O Lt A W N =

Korektnost: Dva prvky A[i] a A[j] s A[i] < Alj]:
— Bud'jdou do stejného kbeliku, kde je sefadi radky 6-7.

vy,

— Nebo A[i] jde do kbeliku s niz§im indexem, kde je fadek 8 setadi
spravné.

Vsechny tadky kromé tadku 7 trvaji v nejhor$im p¥ipadé O(n).

Musime analyzovat celkovy Cas straveny n volanimi Insertion Sortu
v Fadku 7.
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* Necht n; je ndhodna proménné oznacujici pofet prvka umisténych
v kbeliku BJi]. Insertion sort b&zi v kvadratickém ¢ase O(n?).

o Casova slozitost Bucket sortu je: T'(n) = O(n) + Z::Ol O(n?)

* Primérné ¢asova slozitost Bucket sortu je ©(n) (vypoéet mimo rozsah
naseho kurzu).

¢ [ kdyz vstup neni z rovnomérné distribuce, Bucket sort mtze stale bézet
v linearnim ¢ase, pokud soucet ¢tverct velikosti kbelikt je linearni
v celkovém poctu prvka.

* Dolni hranice pro porovnavaci irazeni: Q(nlogn) (dikaz pomo-
ci rozhodovacich stromt). Zadny porovnavaci algoritmus nemuze byt
rychlejsi.

¢ Razeni v linearnim case: Algoritmy, které prekonavaji dolni hra-
nici Q(nlogn) tim, Ze nepouzivaji pouze porovnavani. Misto toho
vyuzivaji informace o struktufe nebo rozsahu vstupnich dat.

¢ Counting Sort:

— Pro cela ¢isla v rozsahu 0... k.
- Cas: O(n + k). Pokud k = O(n), pak ©(n).
- Je stabilni.

¢ Radix Sort:

P

— Radi éisla po cifrach od nejméné vyznamné.

— Pouziva stabilni radici algoritmus (napi. Counting Sort) pro
kazdou cifru.

- Cas: ©(d(n + k)), kde d je poéet cifer a k je potet hodnot na cifie.
* Bucket Sort:

- Pro vstupni data uniformné ndhodné rozloZend v rozsahu [0, 1).
— Rozdéli data do kyblika a sefadi kazdy kyblik.

- Ocekavany cas: O(n).

11 Uvod do Poradkovych Statistik
* i-ta poradkova statistika sady n prvkd je i-ty nejmensi prvek.

— Minimum je 1. poradkova statistika (i = 1).

— Maximum je n-ta poradkova statistika (i = n).

* Median je neforméalné “stiedni bod” sady.
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- Pokud je n liché, median je unikatni na pozici i = (n + 1)/2.
— Pokud je n sudé, existuji dva medidny:

# Spodni median na pozici i = n/2.

% Horni medidn na pozici i = n/2 + 1.

— V naSem textu budeme “medianem” oznacovat spodni median.
¢ Cilem je nalézt i-tou poradkovou statistiku z mnoZiny n raznych ¢isel.

— Vstup: MnozZina A s n riznymi éisly a celé ¢islo i, kde 1 <i < n.

— Vystup: Prvek z € A, ktery je vétsi nez presné i — 1 ostatnich prvka
v A.

* Problém lze trividlné vytesit v éase O(nlogn) sefazenim a naslednym
vybérem i-tého prvku. Jde to asymptoticky rychleji?

Nalezeni minima (nebo maxima):

¢ Kolik porovnani je nutnych k uréeni minima sady n prvka?
* Horni hranice je n — 1 porovnani.

¢ Algoritmus MiNnmmum(A4, n):

MINIMUM (A4, n)

1 min = A[l]

2 fori =2ton

3 if min > A[i]

4 min = Ali]
5 return min

¢ Optimalnost: Tento algoritmus je optimélni. Kazdy prvek mimo vitéze
musi prohrat alespon jeden zapas (porovnani). Proto je n — 1 porovnani
nezbytnych.

Nalezeni minima a maxima nezavisle: 2n — 2 = ©(n) porovnani.
Efektivnéjsi pristup: Nalezeni minima a maxima soucasné.
* Lze dosahnout s nejvyse 3|n/2] porovnani.

¢ Myslenka: Udrzujeme jak aktualni minimum, tak maximum. Misto
zpracovani kazdého prvku jednotliveé (coz by stalo 2 porovnani na prvek),
zpracovavame prvky v parech.
— Porovname prvky v paru mezi sebou.
— Mensi prvek porovname s aktualnim minimem.

— Vétsi prvek porovndame s aktudlnim maximem.
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— Celkem 3 porovnani na kazdé 2 prvky.
Inicializace:

* Pokud n je liché: Nastavime minimum i maximum na hodnotu prvniho
prvku. Zpracujeme zbyvajicich n — 1 prvki v parech.

- Porovnani: 3 (n—1)/2 = 3|n/2].
¢ Pokud n je sudé: Provedeme 1 porovnani na prvnich 2 prvcich k uréeni
pocateéniho minima a maxima. Zpracujeme zbyvajicich n — 2 prvki
v parech.
- Porovnani:1+3-(n—2)/2=1+4+3n/2—3=3n/2—2.
Zavér: V obou piipadech je celkovy poéet porovnani nejvyse 3|n/2].
* Problém nalezeni i-té poradkové statistiky se zda byt obtiZnéjsi nez na-

lezeni minima. Piekvapiveé je asymptoticka doba béhu pro oba problémy
stejna: ©(n).

¢ Nyni piedstavime algoritmus rozdél a panuj pro problém vybéru.
¢ Algoritmus RANDOMIZED-SELECT je modelovan podle Quicksortu.

— Podobné jako Quicksort rekurzivné rozdéluje vstupni pole.

— Na rozdil od Quicksortu, ktery rekurzivné zpracovava obé strany
partition, RANDOMIZED-SELECT pracuje pouze na jedné strané
partition.

— Tento rozdil se projevuje v analyze: zatimco Quicksort méa oc¢eka-
vanou dobu béhu O(n logn), RANDOMIZED-SELECT mé o¢ekavanou
dobu béhu ©(n), za ptedpokladu, Ze prvky jsou razné.

* RANDOMIZED-SELECT(A, p,7,1)

— pouziva proceduru RANDOMIZED-PARTITION —je to randomizovany
algoritmus.

— vraci i-ty nejmensi prvek z pole Afp...7],kde 1 <i<r—p+1.

RANDOMIZED-SELECT (A, p,r,i)

1 ifp==r

2 return A[p] //1<i<r—p+1when p==r meansthati = 1
3 g = RANDOMIZED-PARTITION (A, p,r)

4 k=gq—p+1

5 ifi==

6 return A[q] // the pivot value is the answer

7 elseifi <k

8 return RANDOMIZED-SELECT (4, p,q — 1,i)

9 else return RANDOMIZED-SELECT(A,q + 1,r,i — k)
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A©

AM

A®

A®

A@®

A®

jeden prvek, vrati se tento prvek.

Radek 1-2 (zakladni piipad): Pokud pole Alp...

Radek 3 (partition): Volani RANDOMIZED-PARTITION rozdéli pole Alp...

na dvé (mozna prazdnd) podpole Alp...q — 1] a Alg + 1...

r] obsahuje pouze

v A[p ... g — 1] jsou mensi nebo rovny Alg|, které je zase mensi neZ prvky
v Alg+ 1...7]. Alq] je pivotni prvek.

1 = k), vrati se Alq].

— Pokud i < k, poZadovany prvek lezi na levé strané partition. Re-
kurzivné se vola RANDOMIZED-SELECT na A[p... ¢ — 1] pro i-ty prvek.

Radek 7-9 (rekurzivni volani):

Radek 4 (vypocet k): k je pocet prvki v levém podpoli plus pivot.
Radek 5-6 (kontrola pivota): Pokud je pivot i-ty nejmensi prvek (tj.

— Pokud i > k, pozadovany prvek lezi na pravé strané partition. Jiz

zname k hodnot mensich nez i-ty nejmensi prvek (prvky v Afp ... ¢)).
Proto je pozadovany prvek (i — k)-ty nejmensi prvek z Alg+ 1...7].

11 12 13 14 15

|6|19| |12|14|9|15|7|8|11| |13|2|5|10|

12 13 14

|6|4|12|10|9|7|8|11|

|13|2|5|14|19|15|

12 13

|3|2|4|10|9|7|8|11|

|13| |12|14|19|15|

12 13

|3|2|4|10|9|7|8|11|

11
|12| |13|14|19|15|

3 4 5 6

10 11 12 13 14

12
[3]2]4]5]6]7] g |11|9 |12|10|13|14|19|15|

1 12 13

4 1 14
|3|2|4|5 | 6|7 | ; |11|9 |12|10|13|14|19|15|

¢ Nejhorsi pripad:

p

—

—

- Pivot je vidy nejmensi nebo nejvétsi prvek.

- Rekurzivni volani na pole velikosti n — 1.
- Rekurentni vztah: T(n) = T(n — 1) + O(n).

- Reseni: T'(n) = O(n

— Stejné jako nejhorsi

%).
pripad Quicksortu.
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Nejlepsi pripad:
- Pivot je vzdy median.
- Rekurzivni volani na pole velikosti n/2.
- Rekurentni vztah: T'(n) = T'(n/2) + O(n).
- Reseni: T'(n) = O(n).

Nyni se podivame na pozoruhodny algoritmus pro vybér, jehoZz doba
béhu je ©(n) v nejhorsim piipadé.

Ackoliv RANDOMIZED-SELECT dosahuje linearniho oekdvaného ¢asu, jeho
doba béhu v nejhorsim piipadé je kvadraticka.

Algoritmus SELECT dosahuje linearniho ¢asu v nejhorsim pripadé, ale
neni zdaleka tak prakticky jako RANDOMIZED-SELECT. Je spiSe teore-
tického zajmu.

Hlavni myslenka: Podobné jako RANDOMIZED-SELECT, SELECT nalezne

pozadovany prvek rekurzivnim rozdélenim vstupniho pole.

Na rozdil od RANDOMIZED-SELECT, SELECT zarucuje dobré rozdélent tim,
Ze voli prokazatelné dobry pivot pii rozdélovani pole.

- Kli¢ova myslenka spoéiva v tom, Ze pivota hleda rekurzivné.

- Existuji tedy dvé rekurzivni volani SELECT: jedno k nalezeni dobré-
ho pivota a druhé k rekurzivnimu nalezeni pozadované poradkové
statistiky.

Pouzity algoritmus rozdéleni je podobny deterministickému PARTITION
z Quicksortu, ale modifikovany tak, aby bral prvek, kolem kterého se
ma rozdélovat, jako dodateény vstupni parametr (PARTITION-ARQUND).
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SELECT(A, p,r,1)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

11

while (r — p 4+ 1) mod 5 # 0

forj =p+1tor // put the minimum into A[p]

if A[p] > A[j]
exchange A[p] with A[f]
// If we want the minimum of A[p : r], we’re done.
ifi ==
return A[p]

// Otherwise, we want the (i — 1)st element of A[p + 1:7].

p=p+1

i=i—-1
g=0r—-p+1/5 // number of 5-element groups
forj = ptop+g—1 // sort each group

sort (A[j], A[j + gl. A[j + 2g]. A[j + 3g]. A[j + 4g]) in place
// All group medians now lie in the middle fifth of A[p:r].
// Find the pivot x recursively as the median of the group medians.
X = SELECT(A, p +2¢,p +3g—1,g/2])
q = PARTITION-AROUND(A, p,r,x) // partition around the pivot
// The rest is just like lines 3-9 of RANDOMIZED-SELECT.
k=q—p+1
ifi ==

return A[q] // the pivot value is the answer
elseif i < k

return SELECT(4, p,q — 1,i)
else return SELECT(A,q + 1,r,i —k)

N

* Pseudokdd nejprve snizi pocet prvka v poli, aby byl délitelny péti. Pro-
vede se 0 az 4 krat, pfi¢éemz kazdé opakovani pfeusporada prvky A[p:r|

tak, aby A[p] byl minimalni prvek.

— Pokud i = 1, tj. chceme miniméalni prvek, procedura jej vrati v ad-

ku 7.

- Jinak SELECT odstrani minimum z podpole A[p:r| a pokraéuje

v hledani (i — 1)-ntho prvku v A[p + 1:7].

* Rozdélime prvky v A[p:r]na g = (r — p + 1)/5 skupin po péti prvcich.

- Prvni pétielementova skupina je (A[p], Alp + ¢, A[p + 2¢], Alp +

3g, Alp + 4g]).

- Druhdje (A[p+1], A[p+g+1], Alp+2g-+1], A[p+3g+1], A[p+4g+1]).
- Az po posledni, kterd je (A[p+g—1], A[p+29—1], A[p+39—1], Alp+

4g — 1], A[r]).
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<~ g/2]+] ———>

[g/2]

Settid kazdou skupinu, tj. A[j] < A[j+g] < A[j + 2¢9] < A[j + 3g] <
Alj+4g]proj=p,p+1,...,p+g—1.

Median skupiny je A[j + 2¢], tj. mediany skupin (éervené) lezi v A[p +
2g...p+3g—1].

Rédek 16 uré pivot z rekurzivnim volanim SELECT k nalezeni media-
nu ([g/2]-tého nejmensiho) z g medidnt.

Radek 17 pouzije modifikovany algoritmus PARTITION-AROUND, aby
rozdélil prvky A[p:r| kolem z, éimz ziska index ¢ takovy, Ze Alq] = =z,
prvky v Alp:q| jsou nejvyse x a prvky v A[g:r| jsou alesponi x.

Zbytek kédu odpovida algoritmu RANDOMIZED-SELECT.
Pokud je pivot z i-ty nejvétsi, procedura jej vrati.

Jinak procedura rekurzivné vold samu sebe bud na A[p:q — 1], nebo na
Alg + 1:7], v zavislosti na hodnoté i.

Krok 1 (Rozdéleni do skupin): O(n)

Krok 2 (Mediany skupin): Setazeni 5 prvki je konstantni. [n/5]
skupin. Celkem O(n).

Krok 3 (Medidan mediani): Rekurzivni volani na pole velikosti [n/5].
Cas T'([n/5]).

Krok 4 (Rozdéleni): O(n)

Krok 5 (Rekurzivni volani):
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¢ Krok 5 (Rekurzivni volani):

— Aspon polovina skupin ma median mens$i nebo roven . Téchto me-
diand je aspon [([n/5])/2] — 2. Kazd4 z téchto skupin ma 3 prvky
mens§i nebo rovny svému medidnu, takze alesponi 3 ([([n/5])/2] — 2)
prvk je mensich nebo rovno z. To je p¥iblizné 3n /10 prvki.

— Stejné tak alesponi 3n/10 prvki je vétsich nebo rovno z.

— Z toho vyplyva, Ze rekurzivni volani je maximéalné na pole velikosti
n —3n/10 = 7n/10.

Rekurentni rovnice: T'(n) < T([n/5]) + T([7n/10]) + O(n)

Zavér: Algoritmus ‘SELECT‘ ma éasovou sloZitost O(n) v nejhor$im
pripadé.

Poradkové statistiky: Nalezeni k-tého nejmensiho prvku v mnoziné.

* Minimum/Maximum: Lze nalézt v O(n) ¢ase. Soucasné v ~ 3n/2
porovnanich.

‘RANDOMIZED-SELECT*:

— Adaptace Quicksortu.

- Ocekavana ¢asova slozitost O(n).
- Nejhorsi ptipad O(n?).

- Prakticky velmi rychly.

‘SELECT‘ (Median-of-Medians):

— Zarucéuje linearni ¢as O(n) v nejhor$im piipadé.

- Rekurzivni volani na medidny mediant zajistuje dobry pivot.
* Problém vybéru je zdkladni tilohou v informatice a ma efektivni feSeni.

¢ Existuje kompromis mezi jednoduchosti implementace (RANDOMI-
ZED-SELECT") a garanci vykonu v nejhor$im ptipadé (‘SELECT").
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¢ Aplikace poradkovych statistik sahaji od statistiky po optimalizaci
dalsich algoritm.

¢ Dukladné pochopeni téchto algoritm je klicové pro efektivni navrh
algoritmi.
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